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SERIE 1°10

Familles sommables

Exercice 1

Année scolaire 15/16

Exercice 8

1. Soit I un ensemble.

a) Montrer que s’il existe une application injective
f: 1 — N, alors I est au plus dénombrable.

b) Si f : E — F est une surjection et si E est dénom-
brable, montrer F est dénombrable.

2. En déduire que les ensembles INK (ke N*),ZetQ
sont dénombrables.

Exercice 2

Soit f : R — IR croissante. Montrer que I'ensemble des
points de discontinuité de f est au plus dénombrable.

Exercice 3

Montrer que l'intervalle [0,1] n’est pas dénombrable, en
déduire que R n’est pas dénombrable.

Exercice 4

Soit E un ensemble. Montrer qu’il n’existe pas de bijection
f:+ E — Z(E). En déduire que & (IN) n’est pas dénom-
brable.

Exercice 5

Les familles suivantes sont-elles sommables ?

1. (x)er'

1
L (1)
X x€Q*

3. (x")pez, x € C.

1
4 () ,4,b €]1, +ool.
ab + b1 (p,q)ENz

Exercice 6

Considérons la famille (a;;) ; jjen-> définie par:

1
V i, ] € N*z, ajj = —4————=,

( ]) 1] (l +])r
ol r est un nombre réel.
Montrer que cette famille est sommable si et seulement si
r > 2 et calculer sa somme.

Exercice 7
b i o (=1)"
Etudier la série de terme général u, = —————,n €
n+ (—1)"
os 21
IN\{0, 1}. Méme question avec u, = 3, neN*.

Considérons la famille (aij)( o2 définie par :

ij)
a't/
V(i,j) € N?, 4= ———,
) i 1)
ol a et b sont des nombres complexes.
Montrer que cette famille est sommable et calculer sa
somme.

Exercice 9
On consideére la fonction { de Riemann, définie, pour
201
x €]1, 4o0[, par {(x) = e
n=1
1. Démontrer les relations suivantes :
a)
(o) (o) 1
Y @p)—1)=1et ) (-1)P(Z(p)—-1) = 3
p=2 p=2
b)

YAl g e v E ) s,

p=2 p p=2 p

v étant la constante d’Euler.

2. L'indicateur d’Euler d’un entier naturel non nul 7 est
défini par

¢(n) = card{k € [1,n]|k An=1}.

a) Pour n € N, calculer ) _ ¢(d).
d/n

b) Pour x €]2,+o0|, en déduire une expression de la

somme ®(x) = ) % a l'aide de la fonction (.
n=1

Exercice 10

Considérons les deux séries numériques Z a, et Z b,
n>1 n>1
(="

aveca, = b, =

1. Montrer que la série produit de Cauchy des séries nu-
mérique Z ay et Z by, est divergente.

n>1 n>1

2. Conclure.

3. Soit ¢ : N — NN définie par ¢(3p) =2p, ¢(3p+1) =
4p + 1 et p(3p +2) = 4p + 3. Vérifier que ¢ est une
bijection de IN. Que peut-on dire de la série ) Ug(n)?

neN
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Exercice 11 en notant d(n) le nombre de diviseurs positifs de n.

1. Montrer que, pour tout entier naturel non nul m, on a
i Vm /+°° dx
< (m+n)y/n ~ (x +1)y/x

2. Sment (an)nen et (bn)nen deux suites de réels posi-

tifs, de carré sommable (c’est-a-dire les séries Za%

et Zb% sont convergentes). Montrer que la famille

b
<'11, ].> est sommable et montrer 1'inégalité
PRI peany?
abj o 2| [ v g2
L s e (L)
Gj)2N+ )2 P T n=1 n=1

Exercice 12

Cantor, Georg (1845-1918), mathématicien allemand fonda-

Etablir que pour x €] — 1,1, teur de la théorie des ensembles.

e}

L = Ll

n=
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