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Ceries doulles, @mmfﬂm sommalles
(="

Exercice 1 Etudier la série de terme général u,, = ———~——,n € N\{0, 1}.
n

+ (=1
Exercice 2 On considere la fonction ¢ de Riemann, définie, pour = €]1, +o0|, par

o0

Démontrer les relations suivantes :

1.
[e.e] (o) 1
(Cp)~1) =1 et Y (-1 - 1) =5
p=2 p=2
2.
ZC(P) —1—~ et Z( )C(p):%
p=2 p p=2 p
~ étant la constante d’Euler.
Exercice 3 (Théoreme de Mertens)
Soient ) u, une série absolument convergente et ) v,, une série convergente. Pour n € N, on
n=0 n=0

note

n n n n
Wy = E UkUn—k, Un = E Uk, V = E Uk, Wn = E Wi -
k=0 k=0 k=0 k=0

q
Pour tout (p,q) € N, telquep < g onnote V,, = > .
k=p+1

1. Montrer que Vn € N¥,

UnVn - Wn = Zukvn—k,n-
k=1

2. En déduire
lim (U, V,, — W,,) = 0.

n—oo

3. Conclure.

Exercice 4 Soient a,, = zP?avecp > 1,¢g > letz € C.

oo X

1. Montrer que la série double ) > a,, est convergente si, et seulement si, |z| < 1, et que
p:l q:l
sa somme S est
oo o0 o0
=P
S=2 2 mi=) 1
p=1 g=1 p=1
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2. Montrer que

S = Z d(n)z

ot d(n) est le nombre de diviseurs de n.

Exercice 5 (Extrait de CNC 1999 )
1. Soit x € R\Z. On admet I'égalité suivante :

22
mx cotanmr = 1 + Z

x2 2
212

ou
J— n2,

(a) Développer en série entiére au voisinage de 1’origine la fonction : z —
T
n € N*.

Préciser le rayon de convergence.

2

2%
(b) Montrer pour |z| < 1, la sommabilité de la suite double (x%) .
) k1

(c) En déduire pour 0 < |z| < 1, la relation

mx cotanmr = 1 — 2 Z C(2k) "
k=1

N

. Retrouver alors la valeur de ((2) puis calculer ¢(4).

3. (a) Exprimer tan(2x) en fonction tan(z), en déduire tan(z) en fonction de cotan(2x) et
cotan(z), puis donner le développement en série entiere au voisinage de 1’origine de
tan(z).

(b) Préciser le rayon de convergence.
4. (a) Montrer la convergence simple sur [0, 1| des séries de fonctions

n= 1 n=1

(b) Etablir pour z dans [0, 1] 1a relation

Zl—x" Z:: 1 —an)?

n=1

5. (a) Montrer la convergence uniforme sur [0, 1] de la série de fonctions

Z 1+:c+ - an1)2

n=1

Indication : On pourra utiliser 1'inégalité arithmético-géométrique

© n 2
(b) Endéduire lim (1-2)2y " = %
n=1

z—1- — 1 —a"
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