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INTÉGRALE SIMPLE

Exercice 1 Soit f une fonction réglée sur [a, b]. Trouver la limite de
∫ b

a

f(x) cos(nx)dx quand n

tend vers l’infini.

Exercice 2 1. Soient α ≥ 0 et β ≥ 0 deux réels, tels que α+β = 1. Soit x0 un réel. on considère
les deux fonctions : x 7→ ϕ(x) = eαxeβx0 et x 7→ ψ(x) = αex + βex0

(a) Montrer que ϕ et ψ prennent la même valeur en x0.

(b) Montrer que pour x ≥ x0, ϕ(x) ≤ ψ(x).

(c) En déduire que si x et y sont deux réels quelconques, on a : eαxeβy ≤ αex + βey.

2. Soient p et q deux réels positifs, tels que
1

p
+

1

q
= 1. Soient f et g deux fonctions réglées

définies sur l’intervalle [a, b] ( a < b ).

(a) Montrer que si f et g ne prennent que des valeurs strictement positives, et si :
∫ b

a

f(x)pdx =

∫ b

a

g(x)qdx = 1,

alors
∫ b

a

f(x)g(x)dx ≤ 1.

( Poser f(x) = e
ϕ(x)
p et g(x) = e

ψ(x)
q , en justifiant que cela est possible. )

(b) Montrer que si f et g ne prennent que des valeurs strictement positives, on a :

∫ b

a

f(x)g(x)dx ≤
(
∫ b

a

f(x)pdx

)

1
p
(
∫ b

a

g(x)qdx

)

1
q

.

Exercice 3 1. On note S1 l’ensemble des nombres complexes de module 1. Soit f : [0, 2π] −→
S1 une application dérivable. On pose

h(u) =

∫ u

0

f ′(x)

f(x)
dx.

(a) On pose g(u) = e−h(u)f(u). Montrer que la fonction g est constante.

(b) En déduire que si f(0) = f(2π),

1

2πi

∫ 2π

0

f ′(x)

f(x)
dx

est un élément de Z.

2. Si ϕ est une application de S1 dans S1, telle que x 7→ f(x) = ϕ(eix) soit dérivable ( c’est

une fonction de R dans S1 ), l’entier
1

2iπ

∫ 2π

0

f ′(x)

f(x)
dx sera noté d◦(ϕ), et appelé le degré de

ϕ.
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