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SERIES DE FOURIER

Exercice 1 Soit f : R — R une fonction 27-périodique et continue par morceaux. Montrer que la série

> ’C"flf)‘ converge.

Exercice 2 Développer en série de FOURIER la fonction f : z — z — E(z) — 1.

Exercice 3 Soit f : R — R une fonction 27-périodique.

1
1. Montrer que si f est de classe 67, alors ¢y, (f) = o < > .

np
1
2. Inversement justifier que si cp,|(f) = O (W) ,alors f est de classe €.
Exercice 4 On considere la fonction f, 2r-périodique définie sur [0, 27| par f : © — z(27 — x)

1. Former le développement en série de Fourier de f.

2. En déduire les valeurs des sommes :

+x>1 +x;1 —+00 1
Z n2 n2 Z 7’L4 Z (27’L + 1)2
n=1 n=1 n=1 n=0

S P ST PN PR
- ~ (2n + 1)4 a —~ (2n +1)3 a — nb - ~ (2n +1)6

Exercice 5 Soit a € R\Z et f : R — R la fonction 27-périodique définie par f(t) = cosat avect €] —m, 7).

1. Déterminer les coefficients de Fourier a,, et b,, de f.

S EDT S
2. En déduire les valeurs des sommes Z Pl et Z FORRE
n=1 n=1
+00
3. En déduire la valeur de la somme Z

n=1

1
n?’

Exercice 6 Soit f : R — R la fonction 27-périodique définie par f(z) = |cos z|.
1. Calculer les coefficients de Fourier réels de f.

+oo (_1)n—1
2. En déduire la valeur de | -—
n deduire la valeur de la somme nzz:l 4n2 1

Exercice 7 ( INEGALITE DE WIRTINGER ) Soit f : R — C une fonction 27-périodique de classe ! telle

que
2w

F(t)dt = 0.
0

1. Retrouver la relation entre ¢, (f) et ¢, (f7).

2m 2m
2. Montrer que / |f(t)2dt < / |/ (t)|?dt, et préciser le cas d’égalités.
0 0
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Exercice 8 Soit # €]0, 7. Calculer de deux manieéres la partie réelle de I'intégrale / (Z t"ei("+1)9> dt,
0

n=0

cos nf

+oo
afin d’en déduire I'expression de la somme de la série : Z
n=1
Exercice 9 ( Extrait de ESTP PC99 ) Soit f la fonction paire et 27-périodique sur R telle que f(z) = /z
pour x appartenant a [0, 7].
Le but de l'exercice est de montrer que la série de Fourier de f converge pour tout réel = de R et que sa
somme est f sur R.

n

1. Peut-on appliquer un théoreme de cours ?
x

2. Soit G : z — G(x) = / sin(t2)dt.

0
1— 2 zq_ t2
Montrer que G(z) = w + %()dt pour tout réel x strictement positif.
x 0

En déduire que lim G(x) existe, est finie et est strictement positive.
T——>+00
2m
3. Pourn € N,onposea, = — f(t) cos(nt)dt. En vous servant de la question précédente, montrer
m™Jo
D
qu’il existe une constante D telle que a,, ~ —.
n2
4. En déduire que la série de Fourier de f converge pour tout réel  de R et que sa somme est f sur
R.

Exercice 10 1. Soit ¢t €]0, 7[. Former le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonc-

tion :
1— a2

1—2xcost+z2’

fizr—

2. En déduire le développement en série de Fourier de t — ,poura €] — %, 5[

1 —sinacost
Exercice 11 Soita € C\[—1,1].

1
1. (a) Développer en série trigonométrique la fonction f : ¢ — p— (utiliser la racine de plus
cos

petit module, notée b, de I'équation 22 —az+1=0).
(b) La série obtenue est-elle la série de Fourier de f ?
t
<oS) gt e N,

m
2. Déduire de 1. la valeur des intégrales I, = /
0 @—cost

Exercice 12 ( Deuxiéme théoreme de Weirstrass )Soit f : R — C une fonction continue et 27-périodique.

™ (14cost\" 17 On (1+cost)"
Pour tout n € N, on pose §,, = {/ <7+QCOS > dt] et T, (1) = > < +2COS > :
0

™ 1 6 n
1. Pour 0 < 6 < 7, on pose T5(n) = / T, (t)dt. Montrer que 0 < 2I5(n) < n—2|— ™ (cos 5) . En
5
déduire que li_)rn Is(n) = 0.

2. Soit le polyndéme P,, définie par: P, (t) = f(t)T,(t—x)dz. Montrer que pour toute > 0, il existe

—T

d €]0, 7 tel que Vt[—2m, 27|, |f(t) — P,(t)| < 4MIs(n) +

3. Conclure.

€
5

TD de Mathématiques MP 2/2 Classe MP1



