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FONCTIONS A VARIABLE COMPLEXE

, 1

Exercice 1 Etudier la C-dérivabilité de I'application f définie sur C* par: f(z) = — + zRe(z).
z
Exercice 2 Soit
¢: Ry x[0,2r] — R?
(r,0) — ¢(r,0) = (rcosf,rsinf)

le changement de coordonnées polaires. Soit U un ouvert de C et f = u + v : U — C une applicationC-
dérivable en z = = + iy = re'’ et soit f = f o ¢.

Montrer que fest différentiable en (r, ) et ses composantes u = uo ¢ et v = v o ¢ vérifient les conditions
de Cauchy-Riemann en coordonnées polaires :

ou ov

7’@(7‘79) = %(ﬁja 0)
Ou 0) = —r@(r 0)
a9 "0 = g

Exercice 3 1. La fonction f définie sur C* par f(z) = z —
différentielle ?

2. Montrer que la fonction f : z — |z|? n’est pas holomorphe sur C, de méme pour les fonctions
frz—Re(z) et f:z+— Im(2).

est-elle holomorphe? Quelle est sa

| =

2z

Exercice4 1. Montrer que la fonction f(z) = T, 9.2
—z—2z

est holomorphe au voisinage de 0.

o0
2. Soit f(z) = ). a,z" son développement en série entiere en 0.
n=0
(a) Montrer que les coefficients a,, vérifient

ap=0,a1 =2 et a, =ap—1 + 2a,_2 pour n > 2.
(b) Etablir que 0 < a,, < 3"~! pour n > 2.
(c) Calculer explicitement les coefficients a,,. Quel est le rayon de convergence R de cette série ?

Exercice 5 Trouver une fonction holomorphe f de C dans C telle que Re(f(z)) = cosz chy.

Exercice 6 ( holomorphie de la fonctions zéta et Gamma )
Montrer que les fonctions suivantes sont holomorphes sur leurs domaines de définition :

o
1
1. Fonction ¢ de Riemann z — E —.
nZ
n=0

+00
2. Fonction GammaTl : z — / >~ Letdt.
0

Exercice 7 (Transformée de Laplace )
Soit une fonction continue f : [0, +o00[— C. On suppose qu’il existe C' > O et a € R tel que :

vt € [0, +o0f, |f(t)] < Ce.

On pose Zf(z) = o f(t)e *dt.
0
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1. Montrer que .Z f est bien définie sur 'ouvert 2 = {z € C/Re(z) > a}.

+oo
2. Montrer que .Z f est holomorphe sur Q et que pour tout z € Q, (Zf)'(z) = — / tf(t)e *'dt.
0

Exercice 8 (la fonction sinus)

0 2n+1
On rappelle sin z = Z(—l)nm Cette fonction est définie et holomorphe sur C, et coincide sur R
n=0

avec la fonction sinus classique.
1. Calculer |sin(iy)]| et sin <g + z‘y) pour y réel. La fonction sinus est-elle bornée sur C*?

2. Prouver que sin(x + iy) = sinx chy + i cos x shy. En déduire sh |y| < |sin(x + iy)| < chy.

3. On considere le rectangle
F={z=z+iy/0<z<m—-a<y<a}

pour a > 0.

Calculer sup | sin z|. En quels points de I" cette borne supérieure est-elle atteinte ? Montrer que sin z
zel
n’atteint pas de maximum sur 'ouvert

{z=2+iy/0<z<m—a<y<a}l

Exercice 9 Lorsque z est complexe les fonctions sin(z),cos(z),sh(z) et ch(z) sont définies par les for-
mules :
eiz

) _ ez e 4 ez e? — e~ % e? L e *
sin(z) = _ - — - —

5 cos(z) = 5 sh(z) = 5 ch(z) = 5

1. Montrer que cos et ch sont des fonctions paires et sin et sh des fonctions impaires et donner leurs
représentations comme séries entieres.
Prouver e"* = cos(z) + isin(z), sin(iz) = ish(z), cos(iz) = ch(z), sh(iz) = isin(z), ch(iz) = cos(z).

2. Etablir les formules : cos(z + w) = cos(z)cos(w) — sin(z)sin(w), sin(z + w) = sin(z) cos(w) +
cos(z) sin(w) en écrivant de deux maniéres différentes ¢*(***), Donner une autre preuve en uti-
lisant le principe du prolongement analytique et la validité (admise) des formules pour z et w
réels.

3. Prouver pour tout z complexe cos(m + z) = — cos(z), sin(m + z) = —sin(z). Prouver cos (g - z) =
sin(z).

4. Prouver les formules cos? z +sin?2z = letch?z —sh?z =1 pour tout z € C.
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