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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Exercice 1 ( Equation différentielle de Bernoulli ) On consideére 1'équation différentielle de la variable réelle
.
(B) ay'(z) + (x — Dy(z) = —y*(x).
1. (a) Déterminer les solutions de I'équation différentielle (E) sur ]0, +oo]. ( on justifiera que si y
1
n’est pas la fonction nulle, on peut poser u(z) = )
(b) Déterminer de méme les solutions de I'équation (E) sur | — oo, 0].

2. Déterminer les solutions sur R de I’équation (£). Donner la solution de (£) qui s’annule en 0.

Exercice 2 Déterminer 1’ensemble des fonctions f :]0, +oo[— R qui sont dérivables et qui vérifient (E) :

flt)y=f (%) pour tout ¢ > 0.

1 2
Exercice 3 Considérons 'equation différentielle (E) : y' = $
1+ 22 + y?
1. Justifier 'existence d’une solution maximale (1, ¢) vérifiant p(xg) = yo, pour tout couple (zo,yo) €
R2.
2. Montrer que l'intervalle I est majorée et que lim ¢(z) = +oo.

T— 400

Exercice 4 Considérons 1'équation différentielle :
(B) y' ="+

. Justifier l’existence d"une solution maximale ¢ de (E) telle que ¢(0) = 0.

. Montrer que ¢ est une fonction impaire.

1

2

3. Etudier la monotonie et la concavité de ¢.

4. Montrer que ¢ est définie sur un intervalle bornée de R.
5

. Dresser le tableau de variation de ¢.

Exercice 5 1. Montrer que le probléme de Cauchy

posséde une solution maximale unique.
2. Montrer que celle-ci est impaire et croissante.

3. Etablir enfin qu’elle est définie sur R.

Exercice 6 Déterminer les solutions, s’il en existe, des problémes de Cauchy suivants :
L y(z+1)(y+1)=0ety(0) =1
2. (1+2%)y — (z+ 1)y =2ety(0) = —1.

Exercice7 1. Déterminer les solutions ne s’annulant pas de ¢/ + 2y — (z +1),/y = 0. (poser z = /¥ )
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2. Résoudre les équations autonomes suivantes :
o) y=1+y" by =y’ oy =yy-1.
Exercice 8 Résoudre le systeme différentiel suivant :

{ d=02-tr+(t—1y
Yy =21—-t)x+ (2t — 1)y

Exercice 9 Résoudre les systemes différentiels suivants :

/ /
’_ N ’ t r=y+z T =2r—y+2z
v= Y v = 4 Z=x4y+z 2 =10z — 2y + 22

Exercice 10 Résoudre le systeme différentiel suivant :

{ ac/’ = cos(t)x + sin(t)y

y' = —sin(t)x + cos(t)y

Exercice 11 Résoudre sur R** les équations différentiels suivants :

Doty +tyf —y=1 2) 2"+t —y=1.

Exercice 12 Résoudre les équations différentiels suivants :

1) o' 4+y=tant 2) ¢’ +y=tan’t.

Exercice 13 Résoudre sur |0, 1] I'équation différentiel ¢(1 — ¢)y” + (1 — 3t)y’ — y = 0 en commengant par
rechercher une solution développable en série entiére.

Exercice 14 Résoudre sur | — 1, 1[ I'équation différentiel 4(1 — t2)y” — 4ty’ + y = 0 en commencant par
rechercher une solution développable en série entiére.

Exercice 15 ( Extrait d'un concours ) Les fonctions de Bessel sont les solutions de I'équation différentielle

de second degré :
2y +ay + (@ = pP)y =0
ou p est une constante positive.

1. Montrer que I'équation différentielle (1) admet une solution développable en série entiere de la
forme

o
y(x) =2? Z anz".
n=0

2. Montrer que a; = 0.

Dans la suite on note Jp ( la fonction de Bessel du premier type d’ordre p ) la solution pour laquelle
1

T 2I(p+1)
3. Montrer les propriétés suivantes :

@ @] = (o).

(b) %[:L’Jl(l’)] = zJy(x).

(c) Entre deux racines positives de Jy(z) il y a une racine de J; (z).

aop

(d) Entre deux racines positives de J;(z) il y a une racine de Jy(x).
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