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On munit R* de sa structure euclidienne usuelle. Soit H le sous-espace vectoriel de R*
engendré par les vecteurs

v =(1,1,0,1), x=(1,1,1,0), x3=(1,1,-2,1).
1. Déterminer la dimension de H et une base de son orthogonal H~.

2. On note p la projection orthogonale sur H. Déterminer la matrice de p dans la base
canonique de R*.

Soient E un espace vectoriel euclidien et (¢;)1<;<, une famille de n vecteurs unitaires telle
que

n
2 2
Vx € E, Z (x|ex)” = ||x]|°
k=1
Montrer que les vecteurs ¢; sont orthogonaux deux a deux.
Montrer que le sous-espace vectoriel engendré par la famille (e;)1<;<, est égal a E.

En déduire que la famille (e;)1 <<, est une base orthonormée de E.

Soit E un espace euclidien de dimension n > 3. Etant donné 4, b deux vecteurs unitaires et
linéairement indépendants de E, on considere 'application

E —E
x > (x]a)a+ (x|b)b
1.  Montrer que f est un endomorphisme symétrique de E.
Calculer f(a) et f(b).
Soit (e, €2, ..., €p) une base de ker f.
a.  Montrer que & = (a,b,e1,¢,...,ep) est une base de E.
b. Déterminer la matrice de f dans la base %.

4. En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.

5. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que f soit une projec-
tion vectorielle.

Soit E un espace vectoriel euclidien et f un endomorphisme symétrique de E. Montrer que
sup - (f(x)[x)
x€E/||x]=1
est égal a la plus grande valeur propre de f.

On munit E = %([0,1],R) de son produit scalaire canonique défini par

1
(Flg) = [ Fns(B)a.
On note F l'espace des fonctions affines de E et f : [0,1] — R la fonction de E définie par
f(t) =t
1. Determiner la projection orthogonale de f sur F. On la note pr(f)
2. Calculer ||f — pr(f)|*

1
3. En déduire le minimum pour (a,b) € R? de / (> — at — b)?dt.
0

Soient 1 un élément de N* et A une matrice symétrique réelle d’ordre n. On suppose qu'’il
existe un entier p > 2 tel que A” = I,,.

Montrer que A® = I.

Soit A une matrice symétrique de .7, (R) vérifiant
A3 —3A+2I, =0,
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Ou I, désigne la matrice unité de ., (R).
Pour tout élément p € IN, on définit la matrice G, de .4, (R) par

p
G, =) Ak
k=0

1. a. Déterminer les racines du polynome P(X) = X° — 3X +2.
b. Que peut-on en déduire pour les valeurs propres de A?

2. Prouver que pour tout entier p, Gp est inversible.

1

Montrer que la matrice de HILBERT H,, = (7) est définie positive.
i+]=1/)1<ij<n

Etant donné n € IN*, on note IR, [X] I’ensemble des polynomes de R[X] de degré inférieur
ou égal a n et % 'ensemble des polyndmes de R, [X] de terme dominant égal a X".
On définit la fonction G, de IR dans R par

VER, Gilt) = (-1)ef T F)
dan 2 T ‘ art ‘ 2
ottt s ——(e7) désigne la dérivée n'®™€ de la fonction t et .

dtt
1.  Montrer que I'application
(]): Ru[X]xRu[X] — R
o0 2
(P.Q) — (PIQ) = [Pt dt

définit un produit scalaire sur R, [X]. On munit R, [X] de ce produit scalaire.

2. Montrer que G, est un élément de % . On notera par la suite F = X" — G,,(X).
. oo 2
3. Pourj € [0,n], calculer (G,|X’). On rappelle que / ez dt = V2m.
—o0

4.  Montrer que le polyndme F est le projeté orthogonal du polyndome X" sur le sous-
espace vectoriel R;,_1[X] de R, [X] constitué des polyndomes de degré inférieur ou égal
an—1.

5.

—+00 2
En déduire, en fonction de 7 la valeur de inf / Pz(t)eTt dt.
Pe¥ J -

Soit E un espace euclidien, et u un endomorphisme symétrique de E, c’est-a-dire que u
vérifie

Vx,y € E, (u(x)ly) = (x|u(y)).

On note S la sphere unité de E et ¢ : S — Rl’application définie par ¢(x) = (u(x)|x).

1.

Justifier que ¢ atteint son maximum sur S. On désignera par xp un point ot ce maxi-
mum est atteint.

Soit y un vecteur unitaire orthogonal & xp. Pour t € R, on pose

x(t) = (cost)xg + (sint)y et f(t) = (u(x(t))|x(t)).

Démontrer que f admet un maximum en 0.
En déduire que y est orthogonal & u(xp).

En déduire que xg est un vecteur propre de u.

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour n € IN* et (xq,..,%,) dans E", on pose

G(x1, .y Xn) = (xi|xj>

.. (matrice de GRAM) puis y(xq,..., xn) = det(G(xq,...,xn))
1<ij<n

(déterminant de GRAM).

1.
2.

Montrer que rg(G(x1, ..., X)) = rg(x1, ..., Xp).
Montrer que la famille (x1, ..., x,) est liée si et seulement si y(x1, ..., x;) = 0 et que la
famille (xq, ..., x ) est libre si et seulement si y(x1, ..., x5 ) > 0.

On suppose que la famille (x1, ..., x) est libre dans E. On pose F = Vect(xq, ..., X3).
Pour x € E, on note pr(x) la projection orthogonale de x sur F puis d(x, F) la distance
de x a F (c’est-a-dire d(x, F) = ||x — pr(x)||?).

v(x,x1,. .., %)

Montrer que d(x, F) = .
q (%, F) y(x1,. ., Xn)
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