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Etudier la convergence des séries numériques de terme général u,,, dans les cas suivantes :

Inn 1 1
un:nzn,nG]N*.uHZT,HGN\{O,i}.un:m,HGN*-Mn:W,WGN-
U, = —,n € N*.

Inn
h 1 1 a b
Uy = sy =sin=—In (14> ); upg=e VI, w, =ef —y/1—-2, (ab) € R?
ch2n n n n

Soit (4, )N une suite de réels strictement positifs. Montrer que les séries de termes géné-

Un d
— M wnzln(l—i-un)ettn:/ il
0

, sont de mémes natures.
14+ uy, 14 xe

raux iy, Uy

LT

1.  Montrer que w, = / * sin tdt est équivalent a
0

NG

. s . s , 2 . N,
2. Endéduire la nature de la série de terme général u, = / sin™ tdt ot a est un nombre
JO

oll a est un réel a préciser.

g

réel.

~+o0
3. Meéme question avec u, = / e~ sin?" tdt.
0

Soit Z uy une série convergente, a termes positifs ou nuls. Quelle est la nature de la série de

Vi (1> 1),

terme général v, =

Soit f une fonction positive décroissante pour x > 1. On pose
n n
)= LA - [ fdx (neN).
p=1

1. Montrer que la suite (¢(n)),eN+ est convergente (on comparera ¢(n) et ¢(n + 1)).

2. APPLICATION :

(o)

. . 1 iy
a. Soitlasérie g(a) = ) —— aveca > 0. Montrer que g(«) ~ — au voisinage de
= ntt «

+.

n
b. Trouver un équivalent de S, = Z —avec0 <a <1
p=1

1

1
c.  Montrer que la suite u, =1+ 5 + ..+ P Inn (n > 1) est convergente.

Soit (1, )peN une suite de nombres positifs satisfaisant a I'égalité :

u”’il:‘l,é+o 1
Uy n nj)’

Soit la série de terme général u, = (/1 + (=" 1,n € N*. 1.  Montrer que 8 > 1, la série Z uy est convergente et que si f < 1 la série Z Uy
\/ﬁ neN* nelN*
diverge.
1.  Montrer que la série neZN* U, est une série alternée. 2. Que peut-on dire dans le cas § — 12
. . o . . L 1.35...2n—1) 1.35...2n—1)
2. En utilisant les développements limités montrer que la série uy diverge. 3. Application : u, = — .
ng\}* " Pphcation i 246.2n "7 246..(2n)(2n +2)
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(Théoreme d’Abel) Soient (a,),eN et (bn )N deux suites a termes réels telles que :

1. lasuite (a,),eN est décroissante et tend vers 0.

1. Soit f une fonction continue décroissante sur [0, +oo] telle que xEToo f(x) = 0. Etudier 2. lasuite de terme général B, = by + by + ... + b, est borné.
+1 Pon] PP
la séie de terme général i, — /(n g F(t)sintdt, n € N. Mont.rer gue la série de term.e\general anby est conveirgente. B )
nm Application : retrouver le critére de convergence spécial aux séries alternées.
, vV (n+1)m
2. Etudier le cas particulier : u, = sin(tz)dt, n € N*.
N
Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur C et T un endomorphisme de E. Pour tout
n € N, on pose u, = HT"H% pour n € IN*. On rappelle que || T|| = sup ||Tx||.
[lx]=1
1
1. Soit f € €([0,1], R). Montrer que la série de terme général u,, = (—1)" /0 2" f(x)dx 1.  Monter que la suite (1) ,cN+ converge vers | = 1r>1f1 uy. | est appelé rayon spectral de
n>
converge, et calculer sa somme. I'endomorphisme T.
n—1 0 n—1 . . .
- -1 —
2. Montrer que la série 2 7( ) est convergente et que 2 7( ) =1In2. 2. Sil <1, montrer que I — T est inversible.
neN* n n=1 n é ;5
3. Soit A = % f‘7 € .#>(R). Monter que la série ) | A" est convergente et
3% <
calculer sa somme.
1. Calculer les sommes
! k P 1
u-= cotan? 7r , S=
k=1 2p+1 (= sin? ;7
1 r On munit I'espace E = %([0, 1], R) de la norme de la convergence uniforme. On pose
T
2. En utilisant cotant < 7 < Sint’ t €]0, ) [, en déduire la somme de la série de terme
1
général pr T: E —E )
! nt £ T ie— [
3.  Montrer que l'intégrale I = / ——dt existe et qu’elle est égale a la somme de la série 0
0o t-1 1. Calculer T" avec un seul symbole d’intégration.
det énéral — .
¢ rerme general 1 2. Calculer la norme subordonnée ||T"|| de T". En déduire que la série ) T" converge.
neN
3. Onpose ®(f)(x) = Y T"(f)(x) pour tout f € E et pour tout x € [0, 1]. Montrer que
n=0
(1-T)®(f) = f.
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-

Soit A € .#,(C), p > 1. Montrer que les trois propositions suivantes sont équivalentes :
1. Sp(A) C B,(0,1) (disque unité ouvert).
2. lim A" =0.

n—oo

3. La série de terme général A", n € IN, converge.

-

. . . 1"
Considérons les deux séries numériques Y _ a, et Y by aveca, = b, = )

n>1 n>1 v

1. Montrer que la série produit de Cauchy des séries numérique Y _ a, et ) b, est
n>1 n>1

divergente.

2. Conclure.

-

(o) (o)
(Théoreme de Mertens)Soient 2 1y une série absolument convergente et E Uy, une série
n=0 n=0
convergente. Pour n € IN, on note

n n " w
Wy =Y Oy, Un=) g, V=73 0 Wu=} w
k=0 k=0 k=0 k=0

q
Pour tout (p,q) € N?, tel que p < g, on note Vog = ), Uk
k=p+1

1.  Montrer que Vn € N¥,

n
- W, = Z ukvnfk,n'

u,vy
k=1
2. En déduire
lim (U, Vy, — W,) = 0.
n—oo

3. Conclure.

-

Dans Ej espace euclidien orienté de dlmensmn 3, on donne un vecteur 7 # 0 et on
considere la suite (x_n) JneN définie par X €EsetVn>1,%, =7 Ax,3.

(o)
1
1. Quelle est la nature de la série R(x_> = Z n—

2. Montrer que 'application R : X5 — R(X() es

=

cos(n)

0) oy oot

En utilisant le résultat de 1’exercice , montrer les deux séries Z
nelN*
6 € R\Z, « > 0) sont convergentes.

=

, —1)"
Etudier la série de terme général u, = ﬁ, n € N\{0,1}. Méme question avec
cos 2’5”

n € IN*.

-

On considere la fonction { de Riemann, définie, pour x €]1, +oo|, par

Uy =

(=Y &
n=1
Démontrer les relations suivantes :
1.
Y (@(p)—1)=1et Y (-1)P((p)—1)
p=2 p=2
2. - 1 - 1y
N I R
p=2 p=2 P
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<y étant la constante d’Euler.
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