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Soit f une application de classe €' sur R2. Calculer les dérivées (éventuellement
partielles) des fonctions suivantes :

L g(xy) = fy x).

2. g(x) = f(x,x).

3. glxy) = fly f(x,x)).
4. g(x) = f(x f(x,x))

Calculer la différentielle de ’application f : C* — C définie par f(z) = %

Soit f : R* — R la fonction définie par

x%y + 3y3
flxy) = W

£(0,0) = 0.

1. Lafonction f est-elle continue en (0, 0) ? Justifier la réponse.

pour (x,y) # (0,0),

2. Lafonction f admet-elle des dérivées partielles par rapporta x,a y en (0,0)?
Donner la ou les valeurs le cas échéant et justifier la réponse.

La fonction f est-elle différentiable en (0,0) ? Justifier la réponse.
4. Déterminer les dérivées partielles de f en un point (xg,yo) # (0,0).

5. Soit F : R> — RR? la fonction définie par F(x,y) = (f(x,y), f(y, x)). Déter-
miner la matrice jacobienne de F au point (1,1). La fonction F admet-elle une
réciproque locale au voisinage du point (2,2)?

Soit f : R> — R une fonction de classe ¢ et soit ¢ : R®* — R la fonction définie
par:
Montrer que

On considere les fonctions f : R> — R®et g : R — R définies par
f(x,y) = (sin(xy), y cos x, xy sin(xy) exp(y*))
et
g(u,v,w) = uvw
Calculer explicitement g o f.
2. En utilisant ’expression trouvée en (1.), calculer les dérivées partielles de
gof.
3. Déterminer les matrices jacobiennes [ f(x,y) et Jg(u,v,w) de f etde g.

Retrouver le résultat sous (2.) en utilisant un produit approprié de matrices
jacobiennes.

Soit E un espace vectoriel euclidien.
1. En quels points I'application x — ||x||, est-elle différentielle?

2. Préciser en ces points le vecteur gradient.
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1. Soit f : Mu(R) — M,(R) définie par f(M) = M?. Justifier que f est de
classe C! et déterminer la différentielle de f en tout M de M, (RR).

2. Soit f : M,(R) — R définie par f(M) = Tr(M?). Justifier que f est de classe
C! et calculer la différentielle de f en tout point M de M, (R).

3. Déterminer la différentielle en I, puis en M € GL,(R) de I'application
fiM— ML

Soit f une application de R" dans R de classe €. On dit que f est positivement
homogene de degré r (r réel donné) si et seulement si YA €]0, +oo[, Vx € R”,

f(Ax) = ATf(x).

1. Montrer pour une telle fonction I'identité d’Euler :

Vx = (xq1,...,x,) € R", éxigi(x) =rf(x) (1)

2. Montrer que (1) caractérise les fonctions homogenes de degré r.

3. Soit A = (ajj)1<ij<n une matrice d’ordre n, et soit det(A) = f(a11,a12, ..., A1)
développement par rapport a la premiere ligne.

1 d
Montrer que det(A) = ) ah-ﬁ]:(an, a1, .., A1y)-
i=1 i

Soit f la fonction numérique définie sur R? par :

(P -y
flo) =4 “ogp S ENA00
0 si (x,y)=(0,0)
1. Montrer que f est différentiable en (0,0) et que sa différentielle est 'applica-
tion linéaire nulle.

2. Montrer que f ainsi que ses dérivées partielles sont continues sur R2.

3. Montrer que les dérivées partielles d’ordre 2 existent en chaque point de

R*\{(0,0)}.

4. Que peut-on dire de ’f (0,0) et aif(o 0) ? Conclure
' oxay dyox 77 '

Montrer que 'application ¢ : (1, v) — (u + v, uv) définit un C!-difféomorphisme
de U = {(u,v) € R*/u < v} vers un ouvert V que l'on précisera.

Déterminer les extremums locaux et globaux des fonctions numériques définies
sur R? par :

1. filx,y) =2+ —3xy
2. fa(x,y) = arctan xy

3. fz(x,y) = xzyze_"z_y2
4. f5(x,y) =sinxsiny

Etudier les extremums locaux et globaux des fonctions numériques définies sur R
par :

L. filx,y,2) =x*y+y*z+2x —z

2. fa(x,y,2) = X2y + (¥ — y?)z — 4z
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Résoudre 1'équation aux dérivées partielles % (x,y) — 33]; (x,y) = 0sur R? en

réalisant le changement de variables (x,y) — (4 = 2x+y,v = 3x +y).

En passant en coordonnées polaires, déterminer les fonctions f : R x R™* — R de

classe C! solution de I’équation aux dérivées partielles y% (x,y)— x% (x,y)=f

Iy

Soit E un espace de Banach. Notons I ’application identique de E et .Z(E) l’en-
semble des endomorphismes de E.

Soit v € Z(E) tel que ||v|| < 1. Montrer que I — v est inversible et exprimer son
inverse. Indication : résoudre 1’équation x — 1(x) = y ot y est fixé.

RZ — R

Osiy=0
(vy) =

y?sin (x) siy #0
Yy
1. Etudier la continuité de f.

Soit f :

2. Etudier l'existence et la valeur éventuelle de dérivées partielles d’ordre 1 et
9 f 9 f
oxdy  Jyox

2. On montrera en particulier que et sont définies en (0,0) mais

n’ont pas la méme valeur.

On cherche toutes les fonctions g : R> — R vérifiant :

Jdg 98 _

=aq
ax oy
ot a est un réel.

1. On pose f la fonction de R? dans R définie par : f(u,0) = g <

En utilisant le théoréme de composition, montrer que
of _
ou

2. Intégrer cette équation pour en déduire |

u+ov v—u
2 7 2 '

NI

~

expression de f.

3. Endéduire les solutions de I'équation initiale.

Soit f : R? — R une application de classe €.

1. On définit, pour (x,y) € R® fixé, g : R — R, t +— g(t) = f(tx,ty). Montrer
que g est dérivable sur IR, et calculer sa dérivée.

2. Onsuppose désormais que f(tx, ty) = tf(x,y) pour tous x,y,t € R.

a. Montrer que pour tous x,y,t € R, on a

Floy) = St e+ 5 (e .

b. En déduire qu’il existe des réels « et § que 'on déterminera tels que,
pour tous (x,y) € R?, ona f(x,y) = ax + By.

Dans cet exercice, on s’intéresse a I’équation (1)
(1) u + ou + du _ 0
ot  ox ody
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couplée a la condition initiale
(2) u(0,x,y) = h(x,y).
otth € €' (R%R) et ot I'inconnue est u € €1 (R3, R).
1. On suppose d’abord que u € ¢*(R3 R) vérifie I'équation (1). Pour tout
X = (x,y) € R?, déterminer une application (non constante)

vx : R — R3 telle que u soit contant le long de la courbe t — X(t) (C’est a
dire que u o yx est une constante) et telle que yx(0) = (0, x, ).

2. Montrer queI': (t,x,y) = 7Yy, (t) estun ¢'-difféomorphisme de R? sur R>.

(3) Montrez que 1’équation (1) posséde une unique solution u € €!(R?, R)
vérifiant la condition (2).
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