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Exercice 1

1. Soit I un ensemble.

a. Montrer que s'il existe une applica-
tion injective f : I — IN, alors [
est au plus dénombrable.

b. Si f: E — F est une surjection et
si E est dénombrable, montrer F est
dénombrable.

2. En déduire que les ensembles N¥ ( k €
IN*), Z et Q sont dénombrables.

Exercice 2

1]

Soit f : R — R croissante. Montrer que 'en-
semble des points de discontinuité de f est au
plus dénombrable.

Exercice 3

1]

Montrer que 'intervalle [0, 1] n’est pas dénom-
brable, en déduire que R n’est pas dénom-
brable.

Exercice 4

1]

Soit E un ensemble. Montrer qu'il n’existe pas
de bijection f : E — Z(E). En déduire que
Z(IN) n’est pas dénombrable.

Exercice 5

Les familles suivantes sont-elles sommables ?

1. (.’X’)er.

1
2 (1)
X xeQ*

3. (xn)nez, X G C.

1]

1
,a,bell, .
(aP+bq)(plq)€Nz a,b €], +oo|

Exercice 6

Considérons la famille (a;j);cn- définie
par:

1]

1
i+

V(i,j) € N*2, aj

ol r est un nombre réel.
Montrer que cette famille est sommable si, et
seulement si, > 2 et calculer sa somme.

Exercice 7

Etudier la série de terme général u, =
(="
n+(=1)"

1]

, n € IN\{0,1}. Méme question

2nr
COSs 3

avec i, = ,n € IN*.

Exercice 8

Considérons la famille (a;); jjen> définie par :
a'bl
.. Nz, = _
V(lr]) S al] (1+])'
ol a et b sont des nombres complexes.
Montrer que cette famille est sommable et cal-

culer sa somme.

Exercice 9

On considere la fonction { de Riemann, définie,

1]

1]

pour x €]1,+oo[, par {(x) = ; % Démon-

trer les relations suivantes :

1.
[ee] [ee] 1
Y (@p) -1 =1et ) (-1)F((p)—1) = 5
p=2 p=2

2. . . ,
Y=l g e v 5 gy
p=2 p p=2 p

v étant la constante d’Euler.

Etablir que pour x €] —1,1],

Y = L dm
=) d(n)x",
n=1 L—xn n=1
en notant d(n) le nombre de diviseurs positifs

de n.
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