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Soit (fy) une suite de fonctions qui converge simple-
ment vers une fonction f sur un intervalle I. Dire si les
assertions suivantes sont vraies ou fausses :

1. Siles f, sont croissantes, alors f aussi.

2. Siles f, sont strictement croissantes, alors f aussi.
3. Siles f, sont périodiques, alors f aussi.

4. Siles f, sont continues en 4, alors f aussi.

Reprendre l'exercice en remplagant la convergence
simple par la convergence uniforme.

-

Etudier la convergence simple et la convergence uni-
forme des suites de fonctions (f,) suivantes :

1. fa(x) =14+x+---4+x"sur ]| —1,1[, puis sur
[—a,a] avec0 <a < 1.
2. fu(x) = nx"1In(x), fu(0) =0, sur [0,1].
(x) = e ™ sin(2nx) sur R puis sur [a, co[, avec
a>0.

-

Soit 2 > 0. On définit la suite de fonctions (f,) sur
[0,1] par f(x) = n"x"(1 — x). Montrer que la suite (f;)
converge simplement vers 0, mais que la convergence
est uniforme si et seulement si a < 1.

-

Soit (f)n>1 la suite de fonctions définies sur [0,1] par

@
™

2"x
I = e
1. Etudier la convergence simple de cette suite de fonc-

tions.

1
2. Calculer I, = / fu(t)dt et lim I,. En déduire que
0 n—oo

la suite (f,;) n’est pas uniformément convergente
sur [0,1].

3. Donner une démonstration directe du fait que la
suite (f,;) ne converge pas uniformément sur [0, 1].

-

On définit une suite de fonctions f, : [0,1] — R par
fo=0et, pour toutn € Nettoutx € I =[0,1],

fr () = fule) + 5 (2= (@)

1. Montrer que la suite (f,,) converge simplement sur
I vers la fonction x — /x.

2. Démontrer que, pour tout entier n > 1,
0 < Vx— fur1(x) = Vx(1—vx)".

3. En déduire que la convergence est uniforme sur I.

-

x
Pour x > 0, on pose uy (x) = .

oo
1. Montrer que la série Z uy converge simplement
n=1
sur Ry.
[oe]

2. Montrer que la série Z uy converge uniforméme-
n=1
ment sur tout intervalle [0, A], avec A > 0.
n 1

> —.
n2+k2 =5

2n
3. Vérifier que, pour tout n € IN, Z
k=n+1
4. Endéduire que la série )  u, ne converge pas uni-
n>1
formément sur R ;.

(o)
5. Montrer que la série )  (—1)"u, converge unifor-
n=1
mément sur R.

(e
6. Montrer que la série ) (—1)"u, converge norma-
n=1
lement sur tout intervalle [0, A], avec A > 0.

(o)
7. Montrer que la série ) (—1)"u, ne convergence
n=1
pas normalement sur R .

-

Pour x € I = [0,1,a € Retn € N, on pose
un(x) =n"x"(1—x).
1. Etudier la convergence simple sur I de la série
de terme général u,,. On notera dans la suite S la
somme de la série.

2. Etudier la convergence normale sur I de la série de
terme général u,.

3. Onsuppose dans cette question que a = 0. Calculer
S sur [0, 1[. En déduire que la convergence n’est pas
uniforme sur [0, 1].

4. Onsuppose a > 0. Démontrer que la convergence
n’est pas uniforme sur I.

-

Soit uy(x) = (—=1)"In (1 + L) défini pour x > 0

n(1+x)
etn > 1.
1. Montrer que la série Z uy converge simplement
n>1
sur Ry .

2. Montrer que la série Z uy converge uniformément
n>1
sur Ry .

3. La convergence est-elle normale sur R ?

-

Soit g : [0, 00[— R une fonction continue et bornée telle
que g(0) = 0. On considere la suite de fonctions définie
sur [0, 00[ par f,(x) = g(x)e .

1. a. Etudierla convergence simple de la suite.

b. Montrer que la suite converge uniformément
sur tout intervalle [, oo, avec a > 0.
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c.  Onfixe ¢ > 0. Montrer que 'on peut choisir
a > 0 tel que |f(x)| < e pour tout x € [0, 4]
et pour tout n > 1. En déduire que la suite
converge uniformément sur [0, oo|.

2. On considere la série de fonctions ) g(x)e "
n>0

a. Démontrer qu’elle converge simplement sur
[0,00[ et normalement sur tout intervalle
[a,00[ aveca > 0.

b. Démontrer I'équivalence entre les deux pro-
positions suivantes :

i. la courbe représentative de g est tangente
al’axe des abscisses a 1’origine;

Yo g(x)e™™

n>0
converge uniformément sur [0, co|.

On considere la série de fonctions S(x

ii. la série de fonctions

1]

v~ (D"
; x+n’

Prouver que S est définie sur I =] — 1, co].

2. Prouver que S est continue sur I.

3. Prouver que S est dérivable sur I, calculer sa déri-
vée et en déduire que S est croissante sur I.

4. Quelle est la limitede Sen —1? en c0?

Soit f,, : [0,1] — R définie par f,(x) = n?x(1 — nx) si
X € [O, H et f(x) = 0 sinon.

1]

1. Etudier la limite simple de la suite ( fy),eN-

2.  Calculer

de la suite de fonction (f)nen?

1
/ fu(t)dt. Y a-t-il convergence uniforme

3. FEtudier la convergence uniforme sur [4,1] avec
a>0.

Soit f la fonction déterminée par f(x

1]

Z 1y (x) avec

up(x) = %arccos(cos nx).
1. Montrer que f est définie et continue sur | —
00, 4-00[. Calculer f(7) et f (g)

2. Montrer que, p étant un entier positif,

Vxe]O,%], 0<ex—f(x)<%

3. Lafonction f est-elle dérivable au point x = 0?

On appelle fonction { de Riemann la fonction de la va-
riable s € R définie par la formule
1
gs) =) —-

s
n>1 n

1]

1. Donner le domaine de définition de { et démontrer
qu’elle est strictement décroissante sur celui-ci.

2. Prouver que { est continue sur son domaine de
définition.

3. Déterminer Slbrgo 2(s).
4. Montrer que pour tout entier k > 1 et touts > 0,
a o < /k+1 dx < ! En déduire que
k+1F = PO O d

1
(s) ~p+ T

5. Démontrer que { est convexe.

on

6. Tracer la courbe représentative de .

Soit (fu)n>1 la suite de fonctions définies sur [—1,1] par

1
fu(t) = - " sinnt.

1]

1. Montrer que la série Z fn converge simplement
sur] —1,1].
2. Soita €]0,1].
a. Montrer que la série } | f; converge normale-
ment sur [—a, a.

b. Endéduire que la fonction f = )_ f, estde

n=1

classe C! sur | — 1,1[ et montrer que, pour
x€]-1,1],
sinx + x cos x — x2
flx) =

1—2xcosx+x2 °
tsint

. Mont f) = arctan ;-
c ontrer que f(f) = arctan ;—-"" pour

te]-1,1].
3. Onposepourtoutn € N*ett € [—1,1], Au(t) =
n
Z 5 sink t.
k=1

a. Montrer qu’il existe M > 0 tel que pour tout
nelN"ett e [—1,1] onait |A,(t)| < M.

b. Montrer en écrivant t* sin(kt) = Ag(t) —

Aua (1) que
i smkt ”i k(1) An (1)
= k( k —|— 1) no’

c.  Endéduire que la série )  f, converge simple-
n

i Ax(t)

k(k+1)
sur [—1,1]. Montrer que f est contmue sur cet
intervalle.

ment sur [—1,1] et que f(#)

[e)

d. En déduire les valeurs de )

n=1

sinn
et de

sm n
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