CENTRE IBN ABDOUNE
Classes Préparatoires
aux Grandes Ecoles d'Ingénieurs. Khouribga

SERIES ENTIERES
PROF : M.TARQI#

ANNEE SCOLAIRE 14/15

12

ice 1 :]

Soit Z anz" une série entiere de rayon de conver-
nelN*

gence R et zy € C. On suppose que Y a,z{ est semi-
nelN*
convergente. Déterminer R.

Exercice 2

1]

Déterminer le rayon de convergence des séries entieres

Y d(n)x"et Y s(n)x" oud(n)ets(n) désignent res-
nelN* nelN*
pectivement le nombre de diviseurs supérieurs a 1 de

I’entier n et la somme de ceux-ci.

Exercice 3

1]

Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficients com-
plexes. Calculer le rayon de convergence de la série

Y~ Tr(A")z" et calculer sa somme en fonction du poly-
neN
noéme caractéristique y 4 de A.

Exercice 4

1]

1. Trouver l'ensemble de définition de la fonction
i -
DX — —_
/ 1= (2n)!

2. Expliciter f(x) al’aide des fonctions classiques.

.
. —1)" —1)"
Etudier la série de terme général u,, = én _21 + én —i-) 5

et calculer sa somme.

|

EXTRAIT DE MINES-PONTS PSI 97 ]

Soit (a,),>1 une suite de réels positifs telles que :

e ) a,converge.
n>1

° ianzl
n=1

On définit alors la suite (by),>1 par by = aj et b, =
n—1
ay + Z agb,_ pour n > 2. On note R; le rayon de
k=1
convergence de la série entiére ) a,x" et R; le rayon
n>1

de convergence de la série entiere Z bux™.
n>1
()
Onnote A:x+— A(x) = Y a,x" et B:x+— B(x) =

n=1

by x"

e

1
Montrer que Ry > 1

3
I

Montrer que A est définie et continue sur [—1, 1]

@ N

a. Montrer que 0 < b, < 1 pour tout entier na-
turel supérieur ou égal a 1

b. Que peut-on en déduire pour R;?

4. Soit x €] —1,1[. Montrer que B(x) = A(x) +
A(x)B(x).

5. Montrer que R; = 1.

-

Donner une expression aussi simple que possible de la
(e8]

fonction f(x) = ) (1 + % +ot %) X"

n=1

-
P&, i 1
Montrer que / x ) dx = —_.
0\, =2 (n 4+ 1)
-

1 1 t2 n
Pour tout n € IN, on pose a,, = / ( _; ) dt.
0

1. Montrer que lima, = 0 et que la série
n—o0

Z (—1)"a, converge, calculer sa somme.
neN
2. Quel est le rayon de convergence de la série entiere

[ee)
Y a,x"? Calculer S(x) = ) apx".
neN n=0

-
Pour tout n entier naturel non nul,on pose u, : t —

" sin(nx) avec x un réel de |0, 7.

[e9)
1. FEtudier de la série de fonctions Z up(t).
n=1

n
2. Calculer la somme S, (t) = ) tP~Lsin(px), puis
p=1
la limite notée S(t), de S, (t) pour n infini.

3. Calculer les intégrales sur [0,1], de S, et de S.

sinnx

4. Endéduire que la série Z

n=1

converge de don-

ner sa somme.

X
Soit f : x — e [ e Pdt. Onse propose de deux mé-

1]

0
thodes a étudier dans les questions 1 et 2.

1.  Montrer que f est développable en série entiére sur
R et déterminer son développement en série en-
tiere sur R en effectuant le produit de deux séries
entieres.

2. a. Montrer que f est solution sur R de I’équation
différentielle (E) suivante :
(E) y'(x) —2xy(x) =0.
b. Endéduire que f est développable en série en-
tiere sur R et déterminer son développement
en série entiere sur R.
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3. Déduire des méthodes 1 et 2, la valeur de la somme
$ (1
2k+1 °

k=0
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Le but de l’exercice est de montrer I'égalité e —VE =

if“NU

n!

(x = 1)" pour tout x €]0,2[, oit f : x —

JARICY)

n!

n=0

e~V*. On pose ¢, =

Calculer ¢q et ¢p.

2. Montrer que f est solution sur ]0, +-co[ de I’équation

différentielle
(E) 4xy"(x) +2y'(x) —y(x) =0

3. Montrer qu’il existe des fractions rationnelles ¢ et
1§ qu’on précisera telles pour tout entier naturel n :
Cna2 = @(n)Cny1 +P(n)cn

4. Montrer que pour tout entier naturel n: |c,| <
1. Que pouvez-vous en déduire sur le rayon de

convergence de la série entiére Z cpx™?

(o]
5. SoitS:x+— Y cu(x—1)". Montrer que S est de

n=0
classe C% sur ]0,2[ et que S est solution de (E) sur
10,2].
(o]
6. Montrer que f(x) = }_ cp(x—1)".
n=0
EXTRAIT DE CONCOURS CCP MP07
(o]
On considere f(x) = ) a,x" la somme d’une série en-
n=0

tiere de rayon de convergence R > 0.
1. Déterminer le rayon de convergence de la série

an
) —7x". Onnotera ¢ sa somme.
n!

— RR[, f(x)

2. Montrer que pour tout x €]
—+o00
/ e fo(xt)dt.
0

REGLE DE RAABE-DUHAMEL ET APPLICATIONS

Partie A : Régle de Raabe-Duhamel

Soit (i) n>n, une suite de réels strictement positifs telle
qu’il existe un réel A vérifiant :
u A 1
Vn > ng, ”—H:177+0<7)
u n n

n

1. Prouver quesi A < 0, alors la série Z uy diverge.

2. Soit B un réel quelconque et v, = Montrer

1
nb’
1
que%_v’%l — %+O<E) ou y est un réel,
n n

indépendant de 7, a déterminer.

3. Onsuppose que A > 1. On se propose de démon-
trer que la série ) u, converge. On choisit 3 tel que
A>pB>1

a. Justifier I'existence d’un entier naturel N tel
Upi1 < n+1

Up Uy
b. Déterminer un réel positif K, indépendant de
n, tel que pour n > N, on ait u,; < Kv,.

que, pour n > N, on ait ——

c. Prouver que 1é série Z uy converge.

On suppose que 0 < A < 1. Démontrer par un
raisonnement analogue a celui fait a la question
précédente que la série Z uy diverge (on choisira
B de maniere a ce que la série ) v, diverge et que
ceci implique la divergence de la série Z Uy).

1
P >2, = —ety, = ———.Dé
our n on pose X etyn ()2

terminer la nature des séries an et Zyn et en
déduire que le cas A = 1 est un cas douteux de la
régle de Raabe-Duhamel.

Partie B : Applications

Les trois questions qui suivent sont indépendantes les
unes des autres et sont des applications directes ou par-
tielles de la regle de Raabe-Duhamel.

n—1 1
Pourn > 2,onposew, = 4/(n —1)! sin (—)
p n Ig \/’2

Déterminer la nature de la série Z Wy,

Pour n > 1, on considere l'intégrale généralisée

I _/+°° dat
" (B+1)

a. Montrer que cette intégrale généralisée
converge.
On note I, sa valeur.

b. Etablir que I,, = 4n(I, — I,,1). En déduire la
nature de la série Z L.

Soit & un réel donné n’appartenant pas a I'ensemble
des entiers naturels. On pose

a(w—1)(a—2)...(a —n+1)

apg=1,VYn>1,a, =

n!
—+o00

) =Y anx".
n=0

a. Indiquer le rayon de convergence R de la série
entiere Z ax", et pour x 6} —R, R[, la valeur
de S(x).

b. Utiliser la regle de Raabe-Duhamel pour mon-
trer que la série Z a, est absolument conver-
gente si et seulement si & > 0.

c. Montrer que si « > 0, S est continue sur
[—R, R] et établir que

+o0 +o00
Y ap=2%et ) (-=1)"ay =0
n=0 n=0

d. Montrer que sia < —1, la série Z a, diverge.
On suppose que —1 < a < 0.

i. Prouverque hm ln(\an|) —o0.

ii. Montrer que la série Z a, converge et cal-
culer sa somme.
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