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Partie |

ot
1. a) La fonction t — !

est continue sur ]0, &] prolongeable par continuité en
0, elle est donc intégrable sur 0, ]

t—+o0

et et
b) La fonction t — - est continue sur [x,+oo[ et 2 (T) — 0.

donc elle est intégrable sur [x, +ool.

“+oo e—t
2. Vx €]0,+ool, @(x) = J Tdt.
X
a) Faites bien attention ici, les inégalités demandées sont strictes.
—t
e
Soit x > 0. @(x) > 0 car la fonction t — o est continue positive non nulle sur

[x, +ool.

eft eft +o00 +oo
Ensuite Vt €]x, +ool, - < — donc : @(x) < —J e tdt avec J e tdt =
X X

x X
—X

e * donc @(x) < ¢
X

+oco ,—t X e*t
b) On peut écrire @(x) :J Tdt—J Tdt'
1
X e—t
La fonction x —— J Tdt est de classe C' sur 10, +00[ d’apres le théoreme

1
fondamental du calcul intégral.

Donc ¢ est de classe C! sur ]0, +oo[ et pour tout x €]0, +ool,
! e_X
p'x)=—".
X

¢) pour un x > 0,

X —t X
e(x)+In(x) = (p(1)+J @’(t)dt+lnx:¢(1)—J ert+J1 %

1

La fonction t +—

11_ -t
—J 1=¢ 4t
o t

e X1 _et
te est int sur ]0,1], donc lim J te dt =

x—07" Jq

'I -
Alors lim (¢@(x)+1n(x)) = @(1) _J 1 _te tdt'

x—0+ 0

d) La fonction p : x — @(x) +1Inx est de classe C' sur ]0, 4+oo[, donc d’apres le thm

fondamental du calcul intégral on a pour tout x > 0

p(x) = p(1) +J p’(t)dt. Ce qui donne
1

X1 _ et 1]_7‘[ X1 _ et
(p(x)-ﬁ—lnx:(p(])—%J te dt:C—i-J te dt—i—J te dt =

X1 ¢ 1 0 1
C+J —° 4t
t

0
Ensuite, en utilisant le DSE de la fonction exponentielle on a pou t # 0
T—et & (=1
e
t n! '
n=1

—t

(ce qui au passage permet de justifier que la fonction t — est prolonge-
able en une fonction de classe C*™° sur R).
Et par primitivisation de la somme d’une série entiere :
X ] _ e_t “+o00o (_] )n—1
—dt= —x".
Jo t T; n.n!

+oo (_] ]n—1
Ainsi tout x > 0 Inx=C E —_—
insi pour tout x , ©(x)+Inx +n:] ey

n
1
3. Vx €]0, +ool, h(x) = 5 @(xI).
a) P est une fonction paire, il suffit de justifier son intégrabilité sur ]0, +ool.

Sur ]0,+o00[, P est continue par continuité de ¢ et d’apres la question (2.a),
le ™

P(x) < 3 ¢ qui justifie I'intégrabilité de 1 sur [1,4o0[. D’apres la question
X

1
(2.c) B(x) 375 Inx donc v/x(x) 40) 0, ce qui prouve que VP est intégrable sur
X—
10,1]
Alors 1V est intégrable sur ]0, 400l

+oo

b) Signalons un détail qui pose probléme : l’écriture J P(t)e *tdt “serait” in-
—00

ixt

correcte puisque la fonction t — P(t)e™ ™ nest pas CPM sur R (liénll)(t)e
0

+00), Une convention dans de pareil cas est de poser P(x) :J P(t)e *¥tdt +
—00

“+oo .
J P(t)e *tdt.

0

@ est intégrable sur ]0, +oo[ donc P est intégrable sur les intervalles ] — oo, [ et



10, +o0l. et on a pour tout x # 0,

=
¥
I

0 . +o0 .
J P(t)e tdt +J P(t)e ™tdt
—o0 0
+o0o

—-+o00o . .
J w(—t)e"‘tdt—s—J P(t)e ™tdt

0 0

+o0
J Il)(t)(e_iXt + eixt)dt
° +oo

+o0
ZJ P(t) cos(xt)dt :J @(t) cos(xt)dt
0 0

c) e La fonction ¥ : (x,t) — @(t)cos(xt) est continue sur D = Rx]0,+ool,

k

oky
et admet pour tout k € N* une dérivée partielle P (x,t) —
X

t*@(t) cos (xt + kz> continue sur D. De plus pout tout (x,t) € D :
o [W(x,t)] < @(t) et @ est intégrable sur ]0, +ool.
oky
Ak
La fonction t — t*¢(t) est continue sur ]0,+oc[. Elle est prolongeable par

(x,t)| < tho(t).

continuité en 0 car t%e(t) 3 —t*Int et donc t*@(t) = 0. Sur 1,400 on a
la majoration t*@(t) < t* Te ™ et donc t?(t*¢(t)) e 0 ce qui acheéve la
justification de I'intégrabilité de la fonction t — t¥@(t) sur ]0, +ool.

Alors $ est bien définie de classe C* sur R et pour tous k € N* et x € R

+oo
(%) () = K n
VP (x)—L t*@(t) cos (Xt-i—kz)dt

d) La fonction t — @(t) cos(xt) étant intégrable sur ]0,4o0[, une intégration par

partie (en utilisant la suite exhaustive ([—,n])n=o) donne :
n

IT)(X) = lim Jn @(t) cos(xt)dt
n—oo |y
- sin(xt)]™ 1M , .
= nlgr;o ({(p(t)x] . — L /n ©'(t) sm(xt)dt)

] n e—t +oo ,—t
= — lim J —sin(xt)dt = — J — sin(xt)dt
1/n X Jo t

sin(xt

Car d’un coté la fonction t — (p(’c)L tend vers 0 en 0 et en 400 et de
—t

lautre la fonction t — e sin(xt) est intégrable sur ]0, +o0ol.(les deux points &

la charge du lecteur).

Ensuite

~ +oo n "
H(0) J e(t)dt = lim ([up(tn‘;/n_J t(p’(t)dt> = limJ e tdt =

1/n 1/n
+o00 N
J e tdt, soit P(0) = 1.

puisque t@(t) tend vers 0 quand t tend vers 0 et vers +oo

+oo eft N
4. ¥x €]0,+o0[, ®(x) = J T sin(xt)dt = x(x)

0

a) Premieére facon : On utilise la fonction IAI)

L’expression ®(x) = XIT)(X) explique que @ est de classe C' sur 0, +oo[ et que
pour tout x €]0, +ool

+o0o
O/ (x) =P(x) + xp’(x) = D(x) — XJ to(x) sin(xt)dt
Une intégration par partie (& faire correctement) donnoe :
+oo +oo
XJ te(t)sin(xt)dt = J (pt) + to'(t)cos(xt)dt = Px) —
0 0

+oo
J e cos(xt)dt
0

+oo
Et donc : ®’(x) :J e 'cos(xt)dt
0
Deuxiéme fagon : On utilise la formule de Leibniz.

e La fonction k : (x,t) — eT sin(xt) et continue sur A =]0, +o00[x]0, 4ol et sa

ok
dérivée partielle PR (x,t) — e ' cos(xt) est continue sur A.
X
e Via Iinégalité |sin(u)] < usiu >0, on a pour tout (x,t) € A, [k(x,t)] < xe™*.
Soit donc a > 0.
V(x,t) €10, alx]0, +ool, [k(x,t)| < ae™*
<et
ox ¢

les fonctions t — e * et t — ae” ' étant continues intégrables sur ]0, +-ool.
Alors @ est de classe C' sur ]0,4+oo[ et Vx €]0,+oof, @'(x)

+o00o
J et cos(xt)dt.
0

V(x,t) €10, +00[x]0, +ool, '%(x,t)

Maintenant la fonction t — e ‘e est intégrable sur ]0,+oo[ puisque

|e*tei"t| =e t. donc

oo +o00 ) e(—1+ix)t T
J e tcos(xt)dt = Re (J e*te"‘tdt) =Re [7}
0 0 —1+ix |,

1 1
B Re(_—1+ix)7]+x2




1

Alors : Vx €]0, +oo[, ®'(x) = T2

b) Pour tout x > 0, ®'(x) = 5 et la relation @(x) = XIT)(X) implique qu’en

1+x
fait @ est continue en 0 puisque VP est continue sur R, et que ®(0) = 0. Alors

®(x) = arctan x. Anisi
arctan x

vx > 0, IE(X) = <

+oo
Ensuite écriture P(x) = J @(t) cos(xt)dt valable pour tout x non nul im-
0

plique que $ est paire sur R*. Donc

¥x € R*, P(x) =

arctan x
X

Partie 11

1. a) f une fonction CPM intégrable sur R. Soit x € R, 'inégalité
vt e R, [f(t)e ™Y < [f(t)]

montre que la fonction t — f(t)e™*t est intégrable sur R. Donc f est bien définie
sur R.
o~ +00 o~
Ensuite pour tout x € R, ‘f(x)‘ < J [f(t)| dt. Donc f est bornée sur R.
—00

b) Si f est continue, la fonction (x,t) — f(t)e™" est continue sur R x R et
V(x,t) € R x R, |f(t)e*""t| < [f(t)], [f| étant continue intégrable sur R.
Alors f est continue sur R.
2. a) La linéarité de F découle de la linéarité de I'intégrale.
b) Les fonctions an et aAf sont bien définie puisque les fonctions t — f(t — a) et
t —— f(at) sont CPM intégrables sur R.

Soit x € R.
3 e i translation oo 5 PN
fa(x) = J f(t— a)e‘”‘t dt = J f(u)e—lx[a+u) du = e 19%F(x).
— oo e
et si a # 0 et € =sign(a)
~ +oo R vueat 1 +eoo )
of(x) = J flat)e xtat = ,J f(u)e—lxu/adu
- aJ eco
+o00 . ] N
= EJ fu)e ™Wedu = —fF (f)
a) 0o |a‘ a

¢) Considérons la fonction g : t — f(t)et®. Soit x € R,

gix) = rw f(t)etl@tat = f(x — a).

—00

0 +oo ~ +oo . :
d) Ayant J f(t)e Xtdt = J f(—t)extdt, f(x) = J (f(t)e ™t f(—t)e™h)dt.
—o0 0 0
et donc : oo
?(x) = ZJ f(t) cos(xt)dt si f est paire.
0

+oo
f(x) = —ZiJ f(t) sin(xt)dt si f est impaire.
0

e) Si f est une fonction réelle paire, f est paire et a valeurs réelles. Si f est réelle

impaire, f est impaire et a valeurs imaginaires pures.

3. f est une fonction de classe C' sur R, et f et ' sont intégrables sur R.
X

a) f’ est intégrable sur [0,+oo[ donc la fonction x — J f’(t)dt admet une limite

0
X

finie en +00, comme J f/(t)dt = f(x) — f(0) ceci revient & ce que f admette une
0
limite finie en +oo. Soit 1 cette limite.

Supposons que 1 # 0, alors il existe A > 0 tel que :

1
Vx € [A, +ool, [f(x)] = 7 .

La fonction constante x — ! [l| n’est pas intégrable sur [A, +oo[ donc f ne serait
pas intégrable sur [A, +ool. contradiction.
Alors 1 = Egrolf = 0. On obtient l_1£r01f = 0 en appliquant ce dernier résultat a la
fonction x — f(—x).

b) Une intégration par partie (& exécuter correctement avec des bornes finies) donne

pour tout x € R :

N +oo X . . +oo .
f’(x):J f'(t)e ™ dt = lim f(t)e ™' — lim f(t)e_”‘t—i-ixj f(t)e ™tdt.

— oo t—+o0 t——oc0 — oo

|f(t)e_i"t| = |f(t)| donc d’apres la question précédente . lil’il’l f(t)e ™t = 0. Alors
—+o0

c) D’apres (II-1.a), f/ est bornée sur R. La relation ?(x) = implique alors que

(%)
. ix
limf =0.
+oo
d) On suppose que la fonction g :t—— tf(t) est intégrable sur R.
Utiliser le théoréme de dérivation d’une intégrale dépendant d’un parametre (for-
mule de Leibniz) pour justifier que dans ce cas f est de classe C' sur R et que
pour tout x € R.
~ +OO .
f'(x) = —iJ tf(t)e”™tdt = —ig(x)
—o0
N.B : Ici on a juste besoin que f soit continue intégrable sur R et que la fonction

t — tf(t) soit intégrable sur R. Nul besoin que f soit de classe C' et encore



moins que f’ soit intégrable comme peut le suggérer 1’enchainement des questions
de I’énoncé.

Par extension si f est continue sur R (CPM suffit) et pour tout k € N, la fonction
t — t*f(t) est intégrable sur R, alors la transformée de Fourier fde f est de

classe C*° sur R et :

—~ +oo )
vVke N vx e f (k)[x) :J tkf(t)e_”‘tdt
—00

Partie 111
A.

. N . — 2
On considere la fonction h:t— e .

1. h est continue intégrable sur R et la fonction t — th(t) est intégrable sur R puisque
liim t3h(t) = 0. D’apres la question (II-3.¢) h est de classe C' sur R et pour tout x € R
[e)

+oo
h'/(x)= —iJ te e tqt
—00

Une intégration par partie donne alors
—t? oL oo +o0
~ e ; ix : X ;
h(x) = 1 ([26_1’“ + - J e_tze_”‘tdt> = _EJ e ety —

2 0
—%ﬁ(x)

—00

R est donc une solution de I’équation différentielle
X
y'+sy=0 (1)

2. Les solutions de I’équation (1) sur R sont les fonctions de la forme x — Ae /4 on
AeR.

Il existe donc A € R tel que pour tout x € R, ﬁ(x) =Ae ¥°/4,
+oo
Comme h(0) = J —t* 4t = /7 alors A = /70 Ainsi

—o0
+o0o
vx € R, h(x) = J ettt = e /4
3. Soient ¢ > 0 et la fonction zh:t+— e et D’apres (II-2.b),

VxER, Jhix) = \ifﬁ (\’}) _ \/?e_xzma

B.

f une fonction continue, bornée et intégrable sur R telle que f soit intégrable sur R.

(én)n une suite de réels strictement positifs qui converge vers 0.

1. a) v une fonction continue intégrable sur R. Si on pose vy (y) = v(g)e‘iﬂyz7 les
fonctions v, sont continues sur R, la suite de fonctions (vn)n CVS vers v sur R
puisque (en)n converge vers 0 et v est continue sur R.

De plus Vy € R, |vn(y)l < Iv(y)] et v est intégrable sur R.
Le théoreme de la convergence dgominée s’applique ici,Jrilo donne :

lim ,[700 v(y)eﬂ"yzdy = J v(y)dy.

b) Soit x € R, le méme théoréme se base ici sur la domination :
w(x + eny)e_yz’ < Me Y’
ot M = sup |w(u)|. Il donne :

ueR
+o0 5 +o0o N
limJ w(x +enyle ¥ dy = J w(x)e Y dy = w(x)vm
+oo . 2 —_— T 2 4
2. J e Wt=X)—eny” gy — Jarh(t—x) = 1/—6_“_") /4&n done
o En

+oo +oo T +oo 5
J f(t) (J e~ Wt)—eny dy) dt:’/e_J f(t)e (t9)7/4engy

t—
En posant s = soit t = x + 2s4/en on obtient :

t=x
YN
+o00o +oo i 5 +oo

J f(t) (J e (t—x)—eny dy) dt = 1/ Zx/en‘[ f(x + 2s\/en)e

= Zx/EJ' f(x+ 2s\/en)e™®

—o0
3. x u réel donné.
a) Soient & > 0 et (p,q) € N*2.,

Sachant que la fonction (y,t) — f(t)ei"y_iyz_iyt est continue sur [—p,p] X
[—q, q], le théoréme de Fubini donne :

P 5 q . q P . 2
J ety (J f(t)e‘“-“dt) dy=J f(t) (J R dy) dt.
—p —q —q P

. a .
b) Posons pour tout q € N*, Fq(y) = etxy—ey? J f(t)e Wtdt.
—q

q . ~
Du au fait que J f(t)e Wtdt qj) f(y), la suite de fonction (Fgq)q CVS sur R
—q Sl

) 2 ~
vers la fonction F : y — e™¥ 7Y f(y), fonction qui est continue puisque f est

continue sur R.

q
De plus pour tout y € R, [Fq(y)|l < 67592‘[ [f(t)]dt < le V" ou I =

+o0 —d
J [f(t)] dt.

—00



2 ry . . . 7 z . .
la fonction y — Ie™ Y étant continue intégrable sur R. Résumons, Si f est continue intégrable sur R et sa transformée de Fourier est aussi

, L, . oo intégrable sur R, alors on a la relation dite formule d’inversion de la transformée de Fourier :
Le théoreme de la convergence dominée donne alors lim Fqly)dy =
q—00 |_ o
Hoo T[> ixt
J F(y)dy, soit : Vx €R, f(x) = I f(t)e™ dt
- +oo q +o00 +00 >
i [~ ([ e [ e ([ e a
q—o0 ) —q =) —o0
¢) De fagon similaire on démontre que :
- Jq ) (J’P e—ty(t—x)—ey dy) Jq (J e—iy(t—x)—gyzdy) dt
Po®Jq —p q
. q .
d) La fonction A :y +— exu—ey’ (J f(t)e‘“—’tdt) est intégrable sur R puisque
5 +oo -4 P +o0
Aly)l<Te ¥ oul :J [f(t)] dt. Donc lim J Aly)dy :J Aly)dy.
oo pooo ) oo
En faisant tendre p vers l'infini dans la relation du (III-B-3.a) et via le résultat
démontré dans la question (III-B-3.c) on obtient :
+oo q q +oo
J eixy—ey’ (J f(t)e*ivt) dy :J f(t) (J e*iv(t*“*wzdy) dt
—o0 —q —q —o0
~+o0 . N
Maintenant en considérant la fonction B : t —— f(t) (J e Wt—x)—ey dy), et
vu que f est intégrable sur R : -
q +oo . 5 +o0 +oo . 5
lim J (1) (J e Wlt—x)—ey dy> dt :J (1) (J e Wlt—x)—ey dy) dt
q—o0 ] g N —oo —oo
La relation précédente, via la question (III-B-3.b) donne alors :
+o00o +o00o +o0o +o0
J f(t) (J e‘iy(t_")_ayzdy) dt = J etxy—ey? (J f(t)e‘iyt> dy
- - "o | B -
= J eV f(y)dy
—00
4. Soit x € R. D’apres (III-B-2) et (HI B-3.c), en remplacant € par €, on obtient :
+oo
J exy—eny’ f )dy = 2\/_J' f(x +2sy/en)e s 4s
o +o00o 5
D’apres (I1I-B-1.b) lim J f(x +2s\/en)e S ds = /7 f(x)
n—oo |
Oo-%—oo X 5~ “+oo X -
Et d’apres (III-B-1.a) lim J eV TEnY f(y)dy :J e Yf(y)dy
n—oo | oo
Alors :
+oo
J e™f(y)dy = 27 f(x). Fin



