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Chapitre 1

Espaces vectoriels et applications
linéaires
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1.1 Définitions et propriétés

1.1.1 Espace vectoriel des fonctions numeériques

Soit A une partie non vide de R. Notons F = F(A,R) ’ensemble des applications de
A & valeurs dans R.

Soient f et g des éléments de E. Rappelons que la somme f + g est par définition
Papplication qui a tout élément = de A associé le nombre réel f(x) + g(x). Nous savons
que, muni de I'addition, E vérifie :

“Vf,gheEona: (f+g)+h=f+(g+h)

-Vf,geEona: f+g=g+f

VfeFona: f+0p=0g+f (0g lafonction nulle)

¥feEona:[+(~f)=(-f)+f=0p

D’autre part, on peut définir une application de R x E dans F de la maniére suivante :
pour tout nombre réel a et pour tout élémnet de F, on note af 'application qui & tout
élément x de A associé le nombre réel af (x). Il ne s’agit plus de loi de composition interne (
c’est & dire une application de F x E dans F), c’est ce qu’on appelle une loi de composition
externe, plus précisement, une multiplication externe.

On les propriétés suivantes :

-VfeFona:l.f=f

-Vf,e E Vo, €Rona:a(f.f)=(af).f

VfeE VYa,€Rona: (a+p).f =a.f.+0.f

Vf,ge E, YVaeRona:a.(f+g) =af+ag



L’ensemble E, muni de ’addition et de la mulitiplication externe, prend le nom d’espace
vectoriel des fonctions numériques.

Cas particulier

Lorsque A est I'ensemble N des entiers naturels, les applications de N dans R ne sont
autres que les suites de nombres réels. L’ensemble F prend alors le nom d’espace vectoriel
des suites de nombres réels.

1.1.2 Structure d’espace vectoriel

Soit E' un ensemble non vide muni

1) d’une loi interne notée +.

2) d’une loi externe notée -

Nous notons (E,+, -) 'ensemble muni de ces deux lois.

Définition 1.1.1. On dit que (E,+,-) est un espace vectoriel sur K ou K-espace vectoriel
(K =R ou C) si et seulement si les propriétés suivantes sont vérifiées :

1.Ve,y,z€ Eona:(z+y)+z=x+ (y+2)

2. Ve,ye Eona:x+y=y+zx

3. Il existe O € E tel queVx € E ona : x4+ 0 =0g+a  (0g l’élément neutre pour
+).

4 VeeFEona:x+ (—x)=(—x)+x=0g et

S Vrek, 1l-z=x

6. Ve E,Va,f €K ona:alf x)=(af) x

7. Vee E,Voa,0€Kona:(a+p)-z=a-x+0-x

8. Vr,ye E,VaeKona:a-(z4+y)=a-z+a-y

Les éléments de E sont appelés des vecteurs, on note parfois le vecteur x par .

Exemples

1. K2=Kx K = {(2,y) /2,y € K} est un K-espace vectoriel.

2. Plus généralement, pour tout n € N*, K" = {(z1, 22, ..., z,) / z; e K Vi=1,2,...,n}
est un K-espace vectoriel.

3. K[X] et K,,[X] (n € N*) sont des K-espaces vectoriels.

Exercice

Soit E I’ensemble définie par : E = {f:R — R, / f(z) = (axz + b)e3*, (a,b) € R?}
Montrer que (E,+,-) est un esapce vectoriel sur R.



1.1.3 Régles de calcul dans un espace vectoriel

Théoréme 1.1.1. Soit E un K-espace vectoriel.
)V e E, 0.x =0 et VaeK, a.0=0g
2)Ve € E, VaeK, ar=0<=a=0 ou x=0g
3)Ver e E, VaeK, (—a)x=a(-z)=—(a.x)

Démonstration

1. Vee E,ona:
0Oz+ar=(0+a)r=ax

donc
0zxz=azx—azxz=0g
de méme
a0p +ax=a(0p+z)=ax
d’ou

a0 = 0g

2. Soit z € E et a € K tel que a.z =0

Sia#0,
a Haz)=atar=a10g=0g
or
alaxr =z
d’ou

3. SiaeK et x€ F ona:

axr+ (—az) =[a+ (—a)l.x =02 =0g

de méme
a.r+a.(—z)=alz+ (—2)] = a.0p =0g
donc :
(—a).x =a.(—z) = —(a.x).
Remarque

D’aprés ce résultat il n’y aurait aucun inconvénient a désigner O, I’élément zéro de F,
et le zéro de K par méme symbole 0.

Proposition 1.1.1. V(a, 3) € K2 et V(z,y) € E?> on a :
(= B)x=ax— [

a.(zr—y)=ar—ay



1.2 Sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel

1.2.1 sous-espaces vectoriel

Définition 1.2.1. Soit E un K-espace vectoriel et F C E, F # (. On dit que F est un
sous-espace vectoriel de E si et seulement si F' est un K-espace vectoriel.

Théoréme 1.2.1. Soit £ un K-espace vectoriel. Une partie F, non vide, de E est un
sous-espace vectoriel de E si et seulement si Vax,y € F.Va,8 € K a.x+ [y € F.

Exemples

1. Pour tout espace vectoriel E, {Og} et E sont des sous-espaces vectoriels de E. Tout
sous-espace vectoriel différent de E et {Og} est appelé sous-espace vectoriel propre
de E.

2. Soit F = {f € F(I,R) : f(0) = 0}. F est un sous-espace vectoriel de F(I,R), en
effet :

Vo, BE€R Vf,geF (af+Bg)(0)=a.f(0)+5.9(0)=0

3. L’ensemble des suites qui convergent vers 0 est un sous-espace vectoriel de ’espace
vectoriel des suites numériques.

4. Vn € N*, K, [X] est un sous-espace vectoriel de K[X].

Remarque

Pour montrer qu’un ensemble F' est un espace vectoriel, il suffit de montrer qu’il est un
sous-espace d’un espace vectoriel bien connu, par exemple pour montrer que ’ensemble

S = {(un)nzo € (CN/un+2 = QUp4+1 + bun}
est un espace vectoriel il suffit de montrer qu’il est un sous-espace vectoriel de CN.

Théoréme 1.2.2. Si E1, Es, ..., By, sont des sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel
i=n

E alors [\ E; est sous-espace vectoriel de E
i=1

Démonstration

Soit (z,y) € F x F' = h E; et (A, u) € K2
i=1

alors Vi = 1,2,...,n (x,y) € El?, et puisque FE; est un sous-espace vectoriel,alors

i=n
At +py € E; dou Az + py € ) E;.

i=1
Définition 1.2.2. Soit m (m € N*) éléments x1,x2, ...,y d’un espace vectoriel et m
nombres o, g, ..., . L’élément ayxy + avxo + ... + axy, de B est appelé combinaison
linéaire des éléments x1,x3,...,Tm de E ; a1, s, ..., am, sont les coef ficients respectifs de
T1,X2,..., Ty dans cette combinaison linéaire.



Théoréme 1.2.3. Théoréme et définition Etant donné des éléments x1,xa, ..., Ty d'un
K-espace vectoriel. L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires de x1,x2, ..., Ty €St un
sous-espace vectoriel de E appelé sous-espace vectoriel engendré par la partie {x1,22, ..., Tm}
ou par la famille {x1,x9,...,xn}, on le note Vect({x1,x2,...,xm}).

Démonstration

Soit x,y € Vect({x1,x2,....,2m}) et a, € K, alors il existe des scalaires A1, Ag, ..., A,
15 2, s i tels que

i=m i=m
x= >, Nz et y= > px;
j =1

i=1 7
donc ‘
=m
ar + By = > (aXi + Bui)x; € Vect({z1,z2, ..., xm}).
i=1
Exemples

1. Soit E un K-espace vectoriel et « un vecteur de F, non nul.
Vect(x) = {Ax / A € K}.
C’est la droite vectoriele engendrée par x.
2. Dans ’espace vectoriel R?
Soit a = (1,-2,3),b=(0,3,—1)
Vect{a,b} = {Aa+pub / (A u) € R?} = {(\, —2A+3p, 3\ —p) / (\, ) € R?}
3. Dans I'espace vectoriel F(I,R), le sous-espace vectoriel engendré par x — e~ 2% et
r — €37 est 'ensemble {x — ae™2¥ + be3* : (a,b) € R?}
4. On a :
C={x+iy / (v,y) €eR?}
= Vect({1,i})
donc C est considéré comme un espace vectoriel engendré par 1 et <.
5. Ku[X] = Vect({1, X, X?,..., X"})
6. K* = Vect({e1,e2,...,en}) avec eg = (1,0,...,0), ez = (0,1,...,0),..., e, =
(0,0,...,1)
Définition 1.2.3. Soit E un K-espace vectoriel. Une famille {ay,as,...,an} de E est

appelée famille gnratice de E si et seulement si le sous-espace vectoriel engendré par
{a1,ag,...,an} est Uespace vectoriel lui-méme.

Remarque

On a vu que I’ensemble F' des combinaisons linéaires de a1, as, ..., a,, est un sous-espace
vectoriel de £'; et on a F' C E. Donc pour démontrer que F' = F, il suffit de démontrer que
E C F c’est a dire que tout élément de E est une combinaison linéaire de aq, as, ..., @m,.

Exemple

K" = Vect({e1,e2,...,en}) avec e; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,..., 1),
donc {ey, e, ...,e,} est une famille génératrice de K"



1.2.2 Sous-espaces supplémentaires
Somme de deux sous-espaces vectoriels

Définition 1.2.4. Soient F et G deuzr sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E.
On appelle la somme de F et G, U'ensemble F+G={x+y |/ =€ F et ye G}

Théoréme 1.2.4. La somme de deuzr sous-espaces vectoriels I’ et G est un sous-espace
vectoriel.

Démonstration

Y(a, B) € K2,¥(z,y) € F x G on a:

ar+ By =a"+y avec (',y) e FxG

donc ax + Py € F 4+ G et un par conséquent F'+ GG est un sous-espace vectoriel de E.

Sous-espaces supplémentaires

Définition 1.2.5. Soient F' et G deuz sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E.
F + G est dite somme directe si FNG = {0g}.

Théoréme 1.2.5. Deur sous-espaces vectoriels F et G sont en somme directe si et seule-
ment st tout
x € F 4 G s’écrit d’une maniére unique sous la forme x = f+ g avec f € F et g € G.

Démonstration

Supposons que x = f+g = f'+¢" avec f, f' € F et g,¢' € G,donc 0= (f—f")+(9—9')
donc
f'=f=¢—-9eFNG={0g}=f=[" et g=4¢,
d’ou1 'unicité de I’écriture
r=f+g.
Réciproquement, soit z € FNG

alors
r=04+2xz=2x+0

et par unicité x = 0, donc
FNG= {OE}

Corollaire 1.2.1. F' et G sont en somme directe si et seulement st Vf € F,\¥g € G

(f+9=0g= f=9g=0g)

Définition 1.2.6. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un k-espace vectoriel E.
F et G sont dits supplémentaires st ils sont en somme directe et '+ G = E. On note
FoeG=F



Remarque

F+G=F

F@G:E@){ FNG={05)

Exercice

Soit ' = F(R,R) I'espace vectoriel des fonction numériques. Montrer que E est somme
directe des sous-espaces vectoriels des fonctions pairs et des fonctions impaires.

1.3 Indépendance linéaire. Dimension

1.3.1 Indépendance linéaire

Soit {ay,ag, ..., an} une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E.

Définition 1.3.1. La famille {a1,ag, ..., an} et dite libre ou les éléments ay, ag, ..., 4y, Sont
linéairements indépendants si et seulement si Vo, s, ..., € K on a :

(a1a1 + agag + ... + apay =0g) = (1 = ag = ... = a,, = 0)

Dans le cas contraire, la famille est dite liée ou les vecteurs sont linéairement dépendants

Exemples

1. Soit a = (3,2) et b = (1,—2) deux éléments de R2. a et b sont linéairement indépen-
dants, en effet, cherchons A\, p tels que : A(3,2) + u(1,—2) = (0,0)

A(3,2) + (1, —2) = (0,0) <= {

2. Soit @ = (—2,4) et b = (1,—2) deux éléments de R%. a et b sont linéairement
dépendants, par exemple a = —2b
3. E = F(R,R), f(x) = €2*, g(x) = e %, f et g sont linéairement indépendants, en
effet, soit a et B € R tels que af + Bg =0g
a+p3=0

af—l—ﬂg:()(:)V:reR,aeQz—i-ﬂe_x:0(:>{ % — =0 —a=06=0

1.3.2 Bases et dimension

Définition 1.3.2. On appelle base d’un K-espace vectoriel E toute famille {a1,az, ...,an},
génératrice et libre

Théoréme 1.3.1. (et définition) Si E, espace vectoriel sur K, admet une base ayant n
éléments alors toute base de E a n éléments. l'entier naturel n est appelé dimension de E
et on note n = dim F.



Exemples

1. C est un R-espace vectoriel de dimension 2.
2. K" (n € N*) est K-espace vectoriel de dimension n. On appelle base canonique de
K" la base B = (€;)i=12,...n avec ¢; = (0,...,1,...0).

la position 7

3. K,[X] (n € N¥) est un K-espace vectoriel de dimension n + 1.

N.B

Dans la suite, tous les espaces vectoriels considérés sont de dimensions finies.
Proposition 1.3.1. (Définition-Proposition) Soit E un esapace vectoriel de dimension
n et B = {ey,eq,...,en} une base de E. Alors toute vecteur x de E s’écrit d’une maniére

unique sous la forme :
k=n
T =x1€1 + x2€2 + ... + TpEH = E TLeLk
k=1

Dans ce cas (x1, 2, ...,2,) sont appelés les coordonnées de x dans la base B.

1.3.3 Rang d’une famille de vecteurs

Définition 1.3.3. Soit | = {v1, v, ...,vp} une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E.
On appelle rang de F Uentier rgF = dim Vect(F). C’est le nombre mazimum de vecteurs
L.I que l'on peut extraire de la famille {v1,va,...,vp}

Proposition 1.3.2. (Propriétés)) Le rang d’une famille de vecteurs reste inchangé dans

les cas suivantes :
1) si on permute les vecteurs de la famille.
2) si on multiplie un vecteur par un scalaire non nul.
3) si on ajoute a un vecteur une combinaisons linéaire des autres vecteurs.

Etude d’un exemple

Dans R? on donne

a=(1,2,3,4); b=(3,4,5,7); ¢=(3,2,1,2)

Déterminons le rang de {d, b, ¢}
a b ¢ a b—3d ¢—3a
1 3 3 1 0 0
2 4 2 — 2 -2 —4
3 5 1 3 —4 -8
4 7 2 4 -5 —10
a b—3a &—2b+3a
1 0 0
— 2 -2 0
3 —4 0
4 -5 0

—_
o



Donc rg({a, b,&}) = rg({@,b—3a,3@—2b+c}) = 2 et la famille est liée par la relation
3¢ —-20+c=0

1.4 Applications liéaires

1.4.1 Définition. Exemples

Définition 1.4.1. Etant donnés deux espaces vectoriels E et F sur K. On appelle appli-
cation linéaire de E dans F toute application f de E dans F vérifiant :

()Vze E\Nye B f(z+y) = f(z)+ f(y)
(2) Vee ENAe K f(Ax) = Af(x)
Notations

L’ensemble des applications linéaires de E dans F' sera noté par L(FE, F'). Si f est une
applications linéaires de F dans F, on dit que f est un endomorphisme de E et on note
leur ensemble par £(F) au lieu de L(E, E)

Exemples

1. On considére R comme espace vectoriel sur lui méme, soit f l'application,a € R :

f: R — R

r = ax

f est une application linéaire.

2. Soit F un K-espace vectoriel et A € K, ’application :

dg: EF — F
r — AT

est linéaire, appelée homothétie de rapport .
3. Soit £ =R?, F = R3, soit f 'application définie de E dans F par :

va,y € R?, f(x,y) = (2x —y, —x + 3y, 2z — 3y)
f est une application linéaire, en effet : Va, 3 € R, V(x,y) € R?, V(2',y) € R?

fla(z,y) + B(2",y) = flax+ 62 ay+ By)

= (2ax+p2') —ay+ By, —ax — Ba’ + 3(ay + By'), 2(ax + fz') — 3(ay + BY'))

= a2z —y,—x +3y,2z — 3y) + B(22' — ¢/, —2' + 3y, 22" — 3y/)
= af(z,y) +6f(=',y")

4. L’application & dans R de 1’espace vectoriel des fonctions intégrables au sens de

b
Riemann sur le segment [a, b] définie par ®(f) = [ f(t)dt est une application linéaire.
a

5. L’application I" de k[X| dans k[X] définie par I'(P) = P’ est linéaire.

11



1.4.2 Premiéres propriétés des applications linéaires

Soient trois k-espaces vectoriels E, F, G. Considérons 'application h = g o f composée
des applications linéaires g et f, avec f € L(E,F) et g € L(F,G)

el r %q

hi}gof
Va,B €k, V(z,y) € E? on a :

haz + By) = glf(az + By)]
glaf(z) +Bf(y)]
aglf(z)] + Bglf(y)]
ago f(z)+ Bgo f(y)
= ah(z) + Bh(y)

Théoréme 1.4.1. L’application composée de deux applications linéaires est une application
lineaire.

De méme on a la proposition suivante :

Proposition 1.4.1. Si f et g sont deuz applications linéaires et A\, u des scalaires, alors
Uapplication \f + pg est lineaire et si f est bijective f ~' est aussi une application linéaire.
Dans ce dernier cas on dit que f est un isomorphisme.

Cas particulier

Une application linéaire bijective de E dans F est dite automorphisme de F.

Remarque

L’ensemble L(E, F') des applications linéaires de E dans F', muni de I’addition et de la
mulitiplication par un scalaire, est un k-espace vectoriel.

Théoréme 1.4.2. Pour toute application linéaire f de E dans F.

(1) f(0p) =0F
(2) Pour tout x de E on a f(—x)=—f(x).

Preuve
-Vr e kB,

fz) = f(0g+z)
= f(0g)+ f(x)

on en déduit que f(0g) = Op.
-Vx e F,

12



f0g) = flz—-x)
= [(z) = f(=)
donc f(—x) est 'opposé de f(z) dans F', c’est a dire f(—x) = —f(x).
Définition 1.4.2. On appelle noyau d’une application linéaire f de E dans F [’ensemble
{x € E /f(x) =0} et image de f l'ensemble {f(z) / x € E}. Et on note :

kerf={x € E f(x)=0r} Imf={f(x)/z e E}

Exercice
Soit f 'application linéaire de R? dans R3, définie par :

f(xvy) = (2$_ya$+y73$—4y)
Déterminer ker f et Imf.

Proposition 1.4.2. Soit f une application linéaire de E dans F. ker f est un sous-espace
vectoriel de E et Imf est un sous-espace vectoriel de F.

Preuve

“Va,B € K, Ve,y€kerf ona: flax+ By) =af(x)+ Bf(y) =0F

- Soit y,y € Imf et o, 8 € K, alors Iz,2’ € E tels que : f(z) =y et f(a') =1
ay + By = af(z) + Bf(2') = flax + ')

donc ay + By’ € Imf .

Théoréme 1.4.3. Pour toute application linéaire f de E dans F les proptiétés suivantes
sont équivalentes :

(1) L’application f est injective.

(2) ker f ={0g}

Preuve

(1) = (2) Soit « € ker f, f(x) =0r = f(Og) et puisque f est injective, alors x = 0.
2) = (1)
Soit x et y de F tels que f(x) = f(y)
alors
fle—y)=0p<—=ax—yckerf

donc si ker f = {0g}, © — y = O et par suite x = y.

Théoréme 1.4.4. Soit f : E — F une application linéaire bijective, alors :
1) L’image d’une base de E est une base de F.
2) dim F = dim F

Donc deux espaces vectoriels sont isomorphes si et seulement si ils ont la méme dimen-
sion.
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Preuve

Soit B = {ey, e, ..., e, } une base de F, avec n = dim F, montrons que { f(e1), f(e2), ...

est une base de F.
Soit A1, Ao, ..., A, € k tels que :

)\1f(€1) + /\2f(€2) + ...+ )\nf(en) =0F

alors
f()\lel + A262 + ...+ )\nen) =0p

et comme f est une bijection alors :
el + does + ...+ Ape, = 0p

donc
AM=X=..=X,=0

On en déduit que {f(e1), f(e2), ..., f(en)} est une base de F et dim F' = dim E.

Théoréme 1.4.5. (Fondamental) Pour toute application linéaire f de E dans F on a :

dim F = dimker f + dim Imf

on pose rgf =dimImf .

Corollaire 1.4.1. Pour toute endomorphisme f d’un espace vectoriel E, de dimension n,

les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) f est un isomorphisme.
(2) f est injective.
(8) f est surjective.
(4) ker f = {0}.
(5) f est de rang n.

14



Chapitre 2

Matrices

Contents
2.1 Généralités . . . . . . ... e e e e e e e e e 15
2.2 Opérations algébriques sur les matrices . . . ... ........ 18
2.3 Changementdebases . ... ... ........ ... ... 20
2.4 Opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice . . . . .. 23

2.1 Généralités

2.1.1 Définitions diverses

Définition 2.1.1. On appelle matrice de type (n,p) surk toute application de {1,2,...,n}x
{1,2,...,p} dans k. Une matrice est donc une famille double finie :

{1,2,...,n} x{1,2,..,p} — k
(4,7) —ag)

Une matrice A sera représentée soit par :

aip aiz . . QAip

a1 a2 . . G2p
A = (aij)i<i<ni<j<p ou A=

apl an2 . . dnp

Nous dirons que A est une matrice de type (n,p) ( n» nombre de lignes, p nombre de
colonnes) leur ensemble est désigné par My (n,p) ou M, (k).

Cas particuliers

- Si p = n on dit la matrice A est carrée d'ordre n, les éléments a;; sont appelés
éléments diagonaux de A; leur ensemble est la diagonale principale de A. L’ensemble des
matrices carrées, d’ordre n, sera noté Mg(n) ou M, (k).

- Si p =1 on dit la matrice est unicolonne.

- Si m =1 on dit la matrice est unilgne.

15



Définition 2.1.2. On appelle transposée de la matrice

A = (aij)i<i<ni<j<p la matrice
B = (bij)1<i<p,i<j<n avec b = aji, on la note 'A

Remarque

Si A € M, (k) alors *A € M,, (k). et si

ai;p aiz . . Qip aip a1 . . Qain

a a .o.a a a .. a
A= 21 22 2p alors tA — 12 22 2n

Gn1 AGn2 . . Gpp Q1p Qa2p anp

Exemples

)

t($1 ro2 . . . fL’n):

Tn

Définition 2.1.3. On dit qu’une matrice A est symétrique si et seulement si ‘A = A et
on dit qu’elle antisymétrique si et seulement si ‘A = —A.

Remarque

- Une matrice A = (aij)1<i<n,1<j<p €st symétrique si et seulement si p = n et Vi,j =
1, 2, ey N aij = ajl-

- Une matrice A = (aj)1<i<n,1<j<p €st antisymétrique si et seulement si p = n et
Vi,j =1,2,...,n" a;; = —aj;, en particulier on a 2a; = 0Vi=1,2,...,n.

Définition 2.1.4. Les matrices suivantes, d’ordre n, sont appelées respectivement, matrice
triangulaire supérieure, diagonale, unité :

ailr a1 . . A1n all 0 . 0 1 0 0
0 agy . . aon 0 asy .. 0 0 1 0
0 0 . . CLQn 3 9 In =
0 0 . 0 ann 0 0 . . ann 00 . .1

16



2.1.2 Matrice et application linéaire
Soit E et F' deux espaces vectoriels de dimensions respectives p et n, {eq, ea, ..., e,} une
base de E et {f1, f2, ..., fn} une base de F' et enfin f une application linéaire de F dans F.

Vi=1,2,...,p,da;; €k, 1 =1,2,...,n tels que

i=n
flej) =aijfi+agjfo+ ...+ anjfn = Zaijfi
i—1

STl ) >

on la note M(f, (e;), (f;))-
Les vecteurs colonnes de M (f, (e;), (fj)) sont f(e1), f(e2), ..., f(ep), matriciellement :
fler)  fle2)  flep)
ailr a2 ap
M(f (e, (f)) = | " %2

Unl @n2 Gnp /(¢ £, £

Remarque
Si E = F ( f est un endomorphisme ), la matrice A associée & f est une matrice carrée,

en général on prend la méme base pour E considéré comme espace de départ et espace

d’arrivé, on écrit alors :
A= M(f, (ei), (e)) = M(f, (e:))
Exemples
. Soit E un espace vectoriel de dimension n et idg 'application identique de E :
dg: EF — FE
xr — x

Si on prend la méme base (e;) pour E alors :
M(idg, (e;)) = I, ( la matrice unité d’ordre n )

Soit f Papplication de R? dans R? définie par :
f(x7y) - (2.’E - Y, —3513,3.%' - 5y>

relativement aux bases canoniques de R? et R? on a :

Soit f I’application de R? dans R? définie par :
f(xayaz) = (255*?]*2’,3.%75?/*22)

relativement aux bases canoniques de R3 et R? on a :

min=(3 75 o)

17



Inversement

A toute matrice A = (aij)i<i<ni<j<p € Mhnp(k), on peut associé une application
linéaire f de kP dans k™, en posant, pour chaque j :

i=n

flej) = aifi+ agjfo+ .+ anjfo =Y aijf;

i=1

avec {e1,ea,...,e,} une base k" et {fi, f2, ..., fn} une base de k.

2.2 Opérations algébriques sur les matrices

2.2.1 L’espace vectoriel M,, ,(k)

Soient A = (aij)1§i§n71§j§p et B = (bij)lgign,lgjgp deux matrices de type (n,p) de k,
elle sont associées respectivement & deux applications linéaires f et g de E dans F, F est
rapporté a une base (e;)1<i<p et F' a une base (fi)i<j<n.

Nous posons par définition :

A+ B = M(f, (), (f}) + Mg, (e:), (f;)) = M(f + g, (ed), (;))
AA = AM(f, (e3), (f;)) = MM, (&), (F)) (X € k)

Propriétés
A+ B = (aij +bijhicicnacj<p et A = (Aaijlicicnici<p (A €Kk)
Proposition 2.2.1. L’ensemble M,, ,(k) muni des opérations (A, B) — A+DB et (A, A) —
AA est un espace vectoriel sur K.
2.2.2 Produit de deux matrices

Soit trois espaces vectoriels E, F, G de dimensions respectives p, n, m sur k, et des bases
respectives (ar)i<k<p, (Dj)i<j<n, (Ci)i<i<m; considérons les trois applications linéaires
f,9,g0 f et les trois matrices :

A= M(f,(ax), (b5)) = (k) 1<j<n1<k<p
B = M(g,(bj), (ci)) = (Bij)1<i<m1<j<n
C = M(go f,(ar), (i) = (Vir)1<i<m1<k<p
Définition 2.2.1. On pose, par définition, C = BA = M(g, (b;), (¢;))M(f, (ak), (bj)) =
M(go f,(ar), (c:))

Remarque

Remarquons que : A = M(f) € My ,(K), B = M(g) € Mpa(K), C = BA =
M(go f) € Mp,p(K) et que card{colonnes de B} = card{lignes de A}.

18



Calcul de coefficients de C = BA
Vk e {1,2,...,p}

(90 £)ew) = olf(a] = o)

Jj=n Jj=n i=m
= D cumg(by) = 3o ) Bijcs
j=1 j=1 i=1

= > ) ayBijei= Y > aiBic
=1 =1 i=1 j=1

= D oujBijle
i=1 j=1

et par définition on peut écrire :

(9 F)lar) = 3 e
=1

d’ou, par identification :

j=n

Vi € {1,2, ...,m}, Vk € {1,2,...,])}, Yik = Zﬂijajk
j=1

On peut représenter cette régle de calcul par le schéma suivant :

Qg
Q2
Pl 7k = m Bir Bie - ﬁij - Bin n
Ozjk
" Qa
m nk
p

Remarque

L’élément ~;; (k numéro de la ligne, i numéro de colonne) provient des éléments de la
LIgne k de B et des éléments de la COlonne i de A.
On dit qu’on a effectué le produit BA LIgnes & COlonnes ( en abrégé "produit LICO?).

Notations matricielles

Soit f une application linéaire de E dans F. (e;)1<i<p une base de E, (fj)i<i<n une
base de F' et A = M(f, (ei), (f}))-
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L1 1
T2 Y2
V(z,y) € Ex F,on pose X = M(z,(e;)) = | . |, Y =My, (f;}) =] . ] X1la

ap Yn
matrice unicolonne associée au vecteur x dans la base (€;)1<i<m- On a :

y = f(z) = Y=AX

Notation vectorielle Notation matricielle

Exercice

Soit A € My, p(k), B € M, (k)
1) Démontrer que ‘(AB) =' B'A
2) Montrer que A'A et *AA sont des matrices carrées symétriques.

2.2.3 Matrices carrées inversibles ( ou réguliéres )

Définition 2.2.2. Soit A une matrice carrée, on dit que A est inversible ou rgulire si et
seulement si [’endomorphisme f associé a A est inversible. on pose A~' = M(f~1).

On note GL,, (k) 'ensemble des matrices carrées d’ordre n inversibles.

Proposition 2.2.2. Soit A et B deux matrices carrées inversibles et f, g, respectivement,
les endomorphismes associés aur matrices A et B, alors :

1) (gof)t=flogt = (AB) = B4~

2) flof=fof l=idp = AA'=A"1A=1,

3) LA est inversible et (*A)~! =t (A~1)

Proposition 2.2.3. Soient A et B deuzr matrices carrées d’ordre n telles que AB = I,
alors A est inversible et A~ = B.
Exercice
1. Calculer A™ (n € N) pour les matrices suivantes : (6, z des réels)
cosf —sinf chr shx shx chz
sinoco cosf shx chx chxr shx

x —x r_,—x
avec chx = ¢ +28 , shx = &=¢

2. Montrer que ces matrices sont inverrsibles, calculer A~! et A” pour n de Z.

2.3 Changement de bases

2.3.1 DMatrice de passage d’une base & une autre
Soit E un espace vectoriel sur k de dimension n, B = (e;) une base de E et B’ = (e})
une deuxiéme base de F.

i=n
Alors Vj =1,2,...,n dp; €k,i=1,2,...,n tels que : e;- = 'leijei
1=
On pose : P = (pij)i<i<ni<j<n
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Théoréme 2.3.1. (Théoréme et définition) La matrice P est inversible, on l'appelle
la matrice de passage de la base B = (e;) a la base B’ = (e}).

Preuve
Soit ’application linéaire :

idg (E,B'") — (FE,B)

xT [— T

- ;piﬂ'ei donc P = (pijj) = M(idg, (€)),(ej)) d'ott P est

inversible car I'identité est inversible et P~! = M (idg, (e;), (e})).

on a: Idg(e;) = €

Remarque

Soit € E. On pose X = M(x, (e;)), X' = M(z,(e;)) alors on a les relations :

(3

X =PX et X'=P7'X

2.3.2 Action de changements de bases dans £ et dans F' sur la matrice
d’une application linéaire de E dans F

Soit f une application linéaire de E dans F avec dim E = m et dim F' = n. Soient (e;)
et (e;) deux bases de E et (f;) et (f}) deux bases de F'. On pose :

A=M(f(ei), (fj)) et A" = M(f,(e), (f}))

P = M(idg, (¢7), (e;)) et Q= M(idg, (f]),(f))

Considérons le diagramme :

on a :
[=idgo foidg
et matriciellement :

M<f7 (62)7 (f],)) = M(idE7 (f1)7 (fz,))M(fv (ei)7 (f]))M(ZdEﬂ (62), (61»

c’est & dire
A'=Q AP
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Remarque

On peut trouver la relation entre A et A’ en utilisant uniquement des calculs sur les
matrices, on pose :
Y =AX, X=PX', Y =QY’
donc
QY' = APX' = Y' =Q 'APX’
d’ou
A'=Q AP
Définition 2.3.1. On dit que deux matrices carrées A et B sont semblables s’il existe une
matrice carrée inversible P telle que : B = P~'AP

2.3.3 Rang d’une matrice

Définition 2.3.2. Soit A une matrice de type (m,n), on appelle rang de la matrice A et
on note rg(A), le rang du systéme des ses vecteurs colonnes.

Exemple
2 3 7T 2
3 6 18 4
Soit A= -3 -2 -2 =2
4 5 7 3
2 9 7 1
2 3 7 2
3 6 18 4
rg(A) =rg(ad, 5, c, J) aveca= | -3 ,5: -2 |,c=1| -2 ,J: -2
4 5 7 3
2 9 7 1

[\ |wl\3
w

= o w O

[\

~_ e

D = 00 O O

(@)

— =N OO

at

N~N—  — +

[\ |C.0[\D
w

= T W O

[\

D = 00 O Oy

(@)

N~

7 Nl



Remarque

Les qautre vecteurs donnés sont liés par une relation que ’on obtient & partir de
d"=0.ona: 4d'—&' =0 = 4(=3d +V)— (- +5V) = —b' +& —12d =0
— —(20—3a)+20—Ta—12(d—a) =0
—4i-b+E—6d=0

Théoréme 2.3.2. Soit A une matrice de type (m,n) et f Uapplication linéaire de E dans
F, les trois nombres suivants sont égaus :

1) Rang de vecteurs colonnes.

2) Rang de vecteurs lignes.

3) Rang de f

Corollaire 2.3.1. Pour qu’une matrice carrée d’ordre n soit inversible il faut et il suffit
qu’elle soit de rang n.

Preuve

En effet, cette matrice représente un endomorphisme f d’un espace vectoriel E, de
dimension n sur k et rg(f) = n = dimE entraine que f est un automorphisme, c’est a dire
f est inversible.

2.4 Opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice

2.4.1 Définitions et propriétés

Définition 2.4.1. Soit A € M,, ,(k).On appelle opération élémentaire sur une matrice A
toute opération de l'un des types suivants :
— (01) : addition & une ligne de A le produit par un scalaire d’une autre ligne de A.
~ (O29) : produit d’'une ligne de A par un scalaire non nul.
~ (O3) : permutation de deux lignes de A.

Remarque

Ly
Ly
On pose A= | . | (les L; désignent les lignes de A

Ly,
L’opération (O1) correspond a la transformation L; «— L; + L; (i # j).
L’opération (O2) corréspond a la transformation L; «— AL; (A € k)
L’opération (O3) correspond a la pérmutation L; «— L; (i # j).

Proposition 2.4.1. Les opérations élémentaires sur une matrice conservent le rang.

Théoréme 2.4.1. Soit A € GL, (k). Alors il existe une d’opérations élémentaires sur les
lignes qui transforme A en la matrice unité I, et cette méme suite d’opérations élémentaires
sur les lignes transforme la matrice I, en la matrice A~
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2.4.2 Exemples

1) A= <1 3), rgA = 2, donc A est inversible.

2 3
I 1 3 1 0
Lo 2 3 0 1
1 3 1 0
[0 _3] Ly Ly— 2L {_2 1]
1 0 -1 1
[O _3} Ly «—— L1+ Lo [_2 1]
1 0 _ -1 1
1) e [ L

1 1
N A=|1 0
p) -3
1 2 1 100
110 010
2 3 -3 00 1
12 1 Ly L, Ly 1 00
0 -1 1| 27 110
0 -1 -5 3 3 L'l 22 01
12 1 1 0 0
0 -1 —1| Ly«—1Ls—Ly | -1 1 0
00 —4 1 -1 1

Remarque

La matrice a gauche est inversible donc A est inversible, on continue :

480 Lye—dl +1, |3 ~11
040 Ly —ALy+Ls | > 2}
00 —4| 7 S [ T
(4 0 0 ] -39 -1]
0 4 0 L1<—L1—2L2 3 -5 1
| 0 0 —4 | -1 -1 1
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100
010
001
-3 9 -1
dot Al=1(3 -5 1
11 -1
1 —4
3)A=[1 3 -6
0 -1 2
12 4
13 -6
0 -1 2
[1 2 —4]
01 -2
0 -1 2 |
(1 2 4
01 -2
0 -1 2

rgA =2 < 3, on s’arréte ici : la matrice A n’est pas inversible.

L1 — %Ll

Ly «— ;Lo

L3 — _TIL?’
Lo —— Lo — L,
L3 «— L3+ Lo
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Chapitre 3

Systémes linéaires

Contents
3.1 Généralités et définitions . . . . . .. ... o 0o 000 26
3.2 Intérprétation d’un systéme . . . . . . ... L0000 27
3.3 Transformations élémentaires d’un systéme . . . . . . ... ... 28
3.4 Résolution d’un systéme linéaire . . . . . ... .00 v oo 28

3.1 Généralités et définitions

Définition 3.1.1. Un systéme (S) de m équations linéaires a ceofficients dans k a n
mconnues ri,Ts, ..., Ty est la donnée des équations suivantes :

a1171 + a12%2 + ... + A1pTn = b1
a1 1 + a2 + ... + a2nTy = bo

() =

Am1%1 + amaxo + ... + GmnTn = bm

-~ 1T + ai2x2 + ... + ai1pxTn = b, 1 = 1,2, ..., m est la i*"¢ équation du systéme, on

la note L;, dans cette équation, les a;; sont les coefficients des inconnues x; et b; est le
coefficient du second membre.

- Lorsque tous les b; sont nuls le systéme est dit homogéne.

- On appelle solution du systéme (.S) tout n-uplet, d’éléments de k, (c1, ca, ..., ¢p) qui
vérifié les m équations du systéme.

- Le systéme (5) est déterminé par la matrice :

a1 a2 . . aip b

a1 az . . G2, b
M =

Gml Gm2 - - Gmpn bm

appelée matrice compléte du systéme.
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3.2 Intérprétation d’un systéme

3.2.1 Interprétation vectoreille

Le systéeme précédent (S) étant donné, considérons les vecteurs de k™ définis par :
a; = (15,025, ...,amj), j=1,2,..,n et b= (b1, b2, ..., b))
le systéme (S) est alors équivalent a ’équation vectorielle (S7) suivante :
(S1) : w1dy + z2dy + ... + Tpdy = b

Théoréme 3.2.1. Tout systéme (S) de m équations linéaires a n inconnues est équivalent
a une éqaution de la forme x1d1 + xodo + ... + Tpdy = b o ar,as, ..., dy, b sont des vecteurs
donnés de k™. De plus la condition b e Vect(ay, ds, ...,an) est une condition nécessiare
et suffisante pour que (S) admet au moins une solution. Cette condition étant vérifiée,
(S) admet une seule solution si et seulement si la famille dy,ds, ..., d, est libre, plus d’une
solution si elle est liée.

3.2.2 Interprétation a I’aide d’une application linéaire

Le systéme précédent (S) étant donné.
Notons (e;)1<i<n €t (£j)1<j<m respectivement les bases canoniques de k™ et k™, défi-
nissons ’application linéaire ¢ € L£(k", k™) par :

j=m
(e) = > ajiej = (a1i, a2i, ..., mi)
=0

(1a colonne des coefficients de I'inconnue z;)
Le systéme (.5) est équivalent a I’équation :

(52) = p(x) = b
ou x = (.Il,xg, ,QTn) ck™ et b= (bl,bz, ,bm) e k™

Théoréme 3.2.2. Tout systéme (S) de m équations linéaires & n inconnues est équivalent
a une égaution de la forme @(x) = b ot ¢ est une application linéaire de k™ dans k™, de plus
la condition b € Imep est une condition nécessiare et suffisante pour que (S) admet au moins
une solution. Cette condition étant vérifiée, l’ensemble des solutions de (S) s’obtient en
ajoutant a l'une d’elles les vecteurs de ker o, c¢’est & dire les solutions du systéme homogéne
associé a (S).

Exercice

Soit m € R. Montrer que le systéme (S) admet une solution unique si et seulement si
m est différent de —1
z+2y+2=0
(S) = r+2z2=0
—r+y+mz=1
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3.3 Transformations élémentaires d’un systéme

Définition 3.3.1. Deux systémes sont dits équivalents s’ils ont méme ensemble de solutions

Soit A € k.

Le systéme précédent (S) étant donné.

Considérons deux équations L; et L; (i # j) du systéme (S), L;j + AL; est I’équation
définie par :

(a1 + Aain)zr + (ajo + Aai2)xs + ... + (ajn + Aain)Tn = bj + \b;

On considére alors les transformations suivantes :

- Permutation de deux équations L; «—— L;

Pour i # j, L; «+— L; signifie que I'on permute la i"*¢ équation et la j*"°
du systéme. Il est immédiat que le second systéme est équivalent au premier.

- Transformation L; — L; + A\L;

Pour 7 # j, Lj — L; 4+ AL; signifie que ’on remplace la "¢ équation du systéme par

Lj — L + AL
Li t Lz
L ¢ Lj+AL;

Comme les systémes
sont équivalents, alors si dans un systéme on remplace la j équation du systéme par
I’équation L; + AL; on obtient un systéme équivalent au premier.

équation

eme

3.4 Résolution d’un systéme linéaire

Notons que le systéme (S) peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :
(S3): Az =b
ou

xr = (1‘1,332, ,a:n) € ]kn, b= (bl,bg, ,bm) S km, A= (aij)1§i§m71§j§n (S Mm,n(k)

3.4.1 Meéthode de pivot de Gauss

Elle consiste en une seule suite finie de transformation élémentaires qui vont associer
au systéme (S) un systéme (S’) équivalent dont la résolution est immediate. Supposons
a11 # 0 dans le systéme (S), la méthode consiste dans une premiére étape a effectuer les
transformations élémentaires :

Lo —Lo— 20 Ly — Ly — YLy, Ly — Lip — 2™ 1,
ail ail a1l

de maniére a obtenir un systéme (S’) de matrice compléte :

a1 a2 . . Gl b1

! ! /

/ 0 ay . . ay, by
_ !/ / /
! / /

0 ans - - G, by,

dans cette premiére série de transformations, le coefficient non nul a1 s’appelle le pivot.
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Remarque

- Siajp = 0 et si aj,1 # 0 on commence par effectuer la transformation élémentaire
L1 — Li(y

- Si tous les a;1 sont nuls, 'inconnue x1 peut prendre toutes les valeurs de k et le systéme
(S) se reduit en fait & un systéme de m équations linéaires a n — 1 inconnues g, 3, ..., T,

Ayant obtenue la matrice M’, on choisit un second pivot pour le systéme de m — 1
équations a n — 1 inconnues :

aho®1 + ahga + ... + ab,x, = bl
/ / / _ 1/
A30T1 + Q3372 + ... + a3, Tp = by

(8) =

/ !/ / /
Ay 9T1 + Q3@ + oo+ Ay T = by,

Si ahy # 0, on effectuer les transformations élémentaires :

/ / !

a a a
/ / 32 1/ ! / 42 11 ! / m2 7/
Ly — Ly — =21, L) — Ly — —2Lh, .., L, — L, — 21
) o) )

et on itére ainsi le procédé.

Remarques

- Si on obtient une équation de la forme 0z1 + 0x2 + ... + 0z, = b ou b # 0, le systéme
n’a pas de solutions. On arréte alors le processus.

- Si on obtient une équation de la forme Ox; 4 Ox2 + ... + 0z, = 0, en la supprimant,
on obtient évidement un systéme équivalent.

Conclusion

Apres au plus m — 1 itérations et par elimination des lignes ou tous les coefficients sont
nuls, on se rameéne soit & un systéme impossible (systéme contenant une équation de la
forme

0x1 + 0xy + ... + 0z, = b ou (b#0);

soit & un systéeme (S’) de r équations a n inconnues (r < n,r < m) équivalent a (.5).

3.4.2 Résolution du systéme (S5’)

Puisque r = rgA < n, dans la résolution des r équations de (), deux cas présentent :
1% r=n
Toutes les inconnues z1, xa, ..., ,, sont principales et le systéme (S’) est de la forme :
a1221 + a1322 + ... + a1pTy = b1

+abyro + ... + ab,xn = bl

() =
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ou les coefficients ai1,aby,ajs, ..., al,,, sont non nuls. (S’) est un systéme triangulaire. Il
est immediat que (S) et donc (S) posséde une solution unique.

2048« p <y
Il existe alors n —r inconnues secondaires. Sil’on donne a ces inconnues secondaires

des valeurs arbitraires, les inconnues principales sont alors déterminiés par les équations

de (5).

Le systéme (S’) et par conséquent le systéme (S) posséde une infinité de solutions.

Théoréme 3.4.1. SirgA =r =n le systeme (S) admet une solution unique donnée par :

Tp=-~ ==
n a.. - r )
b;f;;czﬂa;“jxj avec b} =b;
o= —>F—— k=n-1,..,2,1
Ak

Sinon le systeme (S') admet une infinité de solutions :

n
/ ’
by.— > (R

bl k=r+1
Tr ar., A n—r
n avec (Tyiiy...,xn) €k
b— > g T;
j=k+1
T = o
kk

Exemples
1) Soit le systéeme (5) :

T1+2r2 —23+x4 =1
(S) a:l—xg—:c4:1
—x1 + 22+ 23+ 224 =M

Le systéme (S) a pour matrice compléte associée :

Ly 1 2 -1 1 1 Ly =1} 1 2 -1 1 1
Lo 1 0o -1 -1 1 — Lo — Lyg— 11 = L/2 0 -2 0 -2 0
Ls -1 1 1 2 m L3—>L3+L1:Lé 0 3 0 3 m+1
L =L 12 11 1
. A 0 -2 0 -20

Ly—Ly—2Ly=Lf |00 0 0 m+1
donc le systéme (S) admet pour systéme équivalent le systéme (S’) suivant :

T1+2x0 —x3+ 14 =1

(Sl) . —21’2 — 21’4 =0
0=m+1
donc le systéme (S’) admet des solutions si et seulement si m = —1 et dans ce les

inconnues x1, xo sont principales et x3, x4 sont les inconnues secondaires
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L’ensemble de solutions de () est alors donné par :

{ r1=14+2z34+24 (23 $4)ER2

T9 = —XT4
2) Soit le systéme (5) :

T1 — 200+ 23— T4+ 25 =a
(S) 201 — bxo + 13 — 224 +223 =10
) 311 — 221 — 23+ 24 — 225 = C
201 + 19 — 23+ 224 — 315 =d

Le systéme (S) a pour matrice compléte associée :

i 1 21 -11 a
Ly |2 =5 1 -2 2 b
Ly |3 -2 -1 1 -2 ¢
Ly |21 -1 2 -34d

-2 1 -1 1 a

-1 -1 0 0 b =b-2a
4 -4 4 -5 d=c—-3a
5 -3 4 -5 d=d-2a

Ly =1}
N L2—>L2—2L1:L12
Ly — Ly—3Ly = L)
Ly — Ly —2L, = L,

o O o

L, =1L 1 21 -11 a
. Lhy=1LY 0 -1 =10 0 bW=b—2a
Ly —Ly+4L, =L |0 0 —8 4 —5 ¢ =d+4
Ly—Ly+5Lb=01] |00 -8 4 —5 d'=d+5V
L =L 1 21 -11 a T
. Ly =Ly 0 -1 =10 0 H=b—2a
L =LY 00 -84 =5 =d+4
Lj—L—Ly=Ly {00 0 0 0 d"=d-|

le systéme (S) admet alors pour systéme équivalent le systéme (S’) définit par :

TG —2x9+T3—T4+ 25 =a
—To — T3 = b/
—8x3 +4x4 — 5z =’
0z1 + 0xg + 0x3 + O0x4 + Ox5 = d"”

(5

1°cas : Sid" # 0, alors on a un systéme impossible (S = ()

2°cas : Sid" =0, c’est & dire d +b —c— a = 0, alors on a trois pivots non nuls, les
inconnues x1, T2, T3 sont les inconnues principales et x4, x5 sont les inconnues secondaires.
L’ensemble des solutions de (S’) et par conséquent de (S) est alors donné par :

x3 = (" — 4y + Bas)
To = —b — a3
Ty =a+ 2x9 — T3+ T4 — T5
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c’est a dire . . 5
—1 i
xr3 = ?C + 51’4 — §$5
/ 1 n 1 5 2
To = —b — 5C — 324 + 35 (564,335) eR

1 =a—20 + 3 — Jws+ Lws
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