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Chapitre 1

Nombres complexes
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1.1 Rappel

1.1.1 Corps des nombres complexes

R désigne I’ensemble des nombres réels, C désigne ’ensemble des nombres complexes,
c’est & dire ’ensemble des nombres de la forme z = x + iy, avec = et y des nombres réels
et i2 = —1.

C={z=a+ib/(a,b) € R?}

OnaRCC.
C est muni d’une addition et d’une multiplication qui prolongent celles de R, elles sont
définies par :

o(a+ib)+ (a'+ib) = (a+ad)+i(b +0b)
o(a+ib).(a' +ib') = (aa’ — bV') + i(ab' + a’b)

C muni de I’addition et de la multiplication est un corps commutatif, ce qui signifie
que :
e I'addition est commutative : pour tout z et 2’ de C



z2+2 =2 +z
e I’addition est associative : pour tout z, 2z’ et 2” de C

(z+2)+2" =2+ +72");

bullet 'addition possede un élément neutre : 0 = 0 + <0, tel que pour tout z de C
z+0=04z2=z;
e tout nombre complexe z = a + b, posséde un opposé —z = —a — ib qui vérifie
24+ (—2)=(-2)+2=0;
e la multiplication est commutative : pour tout z et 2’ de C
2.2 =2z
e la multiplication est associative : pour tout z,2" et 2" de C
(2.2').2" = z.(2.2");
e la multiplication posséde un élément neutre : 1 = 1 4 ¢0, tel que pour tout z de C
zl=1z=z

1

e tout nombre complexe non nul z = a + @b, posséde un inverse, noté z~-ou - égale a

W=

=% + i et qui vérifie

e la multiplication est distributive par rapport a ’addition : pour tout z, 2’ et 2’ de C

2.2+ 2" =22 + 2.2,
'+ =2 z2+2" 2

Définition 1.1.1. A tout nombre complexe z = x + iy, on associé :
e sa partie réelle Re(z) = x et sa partie imaginaire Im(z) =y,
e [e nombre complexe conjugué z = x — iy.

Propriétés
Soit z un nombre complexe, on a :
o 2+ z=2Re(2).
oz —z=2iIm(z).
ez=2 <= z2€R et z2=—2<= z€R.



1.1.2 Représentation géométrique d’un nombre complexe

Soit E le plan euclidien, £ ’ensemble des vecteurs du plan, et (o, Z, j) un repére ortho-
normé direct de F
Les applications suivantes, (a,b étant des réels ),

{cmari—s

z=a+ib— T=ai+bj
et

C—FE
— o o
a+ib— M (ou OM =ai+bj )

sont des bijections

On dit que v = ai + bf est le vecteur image du nombre complexe z = a + ib et que
M est le point image ou tout simplement 'image de z.

Le nombre z est appelé affixe du point M et affixe du vecteur v.

Propriétés
e Image de deux nombres complexes opposés : Elles sont symétriques par
rapport a lorigine O.
e Image de deux nombres complexes conjugués : Elles sont symétriques par
rapport a l’axe des abscisses.
e Si A et B ont pour affixes respectives z4 et zp, le vecteur AB a pour
affixe zp — z4 et le milieu I de [A, B] a pour affixe z; = %.

Exercice : Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z tels que les images des nombres
1,2,2" =14 22 soient alignées.

Solution : Notons A et M’ les images des nombres 1 et 2’

On a
_ ; _ .2 2
zm—x—1+zy et Zop =Y + i2zy.
. . . . . . % %
Donc les points A, M, M’ sont alignés si et seulement si il existe A € R: AM' = A\AM
d’ou :

y(z® +y° —22) =0

L’ensemble cherché est donc constitué par la droite d’équation y = 0, c’est & dire ’axe
des x et par le cercle de centre A et de rayon 1.

1.2 Module d’un nombre complexe

Définition 1.2.1. On appelle module d’un nombre complexe z = x + iy le réel positif

|2 = Vzz = /2?2 + 32



Remarque

- Si M est image de z et ¥ le vecteur-image de z, on a : |z| = OM = ||¥]|.
- Si A et B sont deux du plans alors AB = |zp — z4].

Propriétés
o |z| =|—2| =z )
oSiz#O,z_lzézﬁ
o |5| = % siz #0

o [Im(z)| <|z| et |Re(z)| < |z| avec égalité si et seulement si z € R.

Théoréme 1.2.1. On a les propriétés suivantes :
a) VzeC, |z =0 <= 2 =0.
b) VY(z,2) € C?, |22| = |2||¢'].
c) V(z,2") € C?, |2+ 72| <|z|+|7|. (Inégalité triangulaire)

Démonstration :

a) C’est clair.
b) V(z,2') € C?

’zz 2 = %7
= z2z.2'7
= |z|2’z"2.
c) V(z,2') € C?

lz+2| = (+2)(z+7)
(z+2)(z+7)
z2+ z’2+z?+z’2
|2

|2)? + ‘z"Q + 2Re(z2')

< |2+ ‘z"z +222/| = (|2 + |])*
O
Remarques
1. L’égalité a lieu si et seulement si Re(Z) = |Z|.(Z = z2) c’est a dire Re(Z) € RT.
Si 2/ = 0,cette condition est remplie, sinon compte tenu de z = ﬁz, cette condition s’écrit
Z eR*.
2. Deméme on a : ||z| —|2/|| < |z — 2.
3. On démontre par récurrence que :
|z129...2n| = |21] |22] .- |2n] €t |21+ 224 + 20| < 21|+ 22| + oo |20]



1.3 Argument d’un nombre complexe non nul

1.3.1 Rappel

On part des fonctions cosinus et sinus. On pose :

Vo e R, € = cos(f) + isin(f)

Ona:
o0 = it
o‘ew’:l

o (i(0+0) — Li0 it
eVncZ e = ()" Elle porte le nom de formule de Moivre.
0 —16

e cos(f) = Re(e') = M et sin(f) = Im(e”) = ©5%— ( Formules d’Euler)

1.3.2 Argument d’'un nombre complexe non nul

Théoréme 1.3.1. (admis)
Pour tout nombre compleze z de module 1, il existe un réel 6 tel que z = €',

Remarque

0 n’est pas unique, car si z = €'?, alors z = ¢(0+2km) | c 7.

Définition 1.3.1. Soit z un nombre complexe non nul, on appelle argument de z et on
note arg(z), l’ensemble des 6 € R, tel que é = ei?,
Tout élément de arg(z) sera appelé un argument de z. Par abus de langage, on note aussi
arg(z) nimporte quel élément de cette ensemble modulo 2.
Ainsi :

Ve=x+iyeC",Ir >0et 6 € UR

tel que z = re'?
avec : . y
r=|z|,co8(f) = —— et sin(f) = ———.
o eost) =~ 0=t
Propriétés

On les propriétés suivantes :
1) z réel <= z=0ou arg(z) =km,k €Z
z€iR<=2z=0o0u arg(z) =5 +km,kcZ

2) 2 =2+ 2] =12
arg(z’) = arg(z) + 2km,k € Z
"n—
3) 2 = -2+ 2] = 2]
arg(z') = arg(z) + 2k + 1)m, k€ Z
2] = |2)

arg(z') = —arg(z) + 2km, k € Z
5) Pour z et 2’ non nuls, on a :
arg(zz') = arg(z)+arg(z’) et arg(%) = arg(z)—arg(z’).

4) z’:z<:>{



Démonstration :

4 iy
Preuve de 5) Posons z = re'? ’ei0

et 2/ =rle
27 = rr'efel? = pp/ei0+0")
d’ou
arg(zz') = 0+ 0" = arg(z) + arg(2’)

40’ _0 (0 p!
z _ 1 if _—if :%ewez( 9)2561(9 0")

arg(%) =0 — 0 = arg(z) — arg(2'). 0

Définition 1.3.2. Soit z = x + iy un nombre complexe. On pose, par définition :

e? = ex—i—zy = e%eW

Propriétés
V(z,7) € C2,e#t% = e#e?
- Dérivation de la fonction x — €™ & variable réelle (m € C)
vx e R’ (elmx)/ — melmx

1.4 Applications

1.4.1 Résolution,dans C,de ’équation az? + bz +c =0 (a,b,c des réels et
a#0)

On pose T(z) = az? + bz + ¢
OnaT(z) =al(z+ Z—ba)2 - ﬁ], avec A = b? — 4ac.

Si A =0, T(2) a 'unique solution 2.

2a
Si A # 0, on désigne par § et —0 les racines carrées de A; T(z) a deux solutions
—b+6 —b—=¢
21 = 2: et 2o = 5a -
Remarques

1) Dans C, tout équation de second degré admet des solutions.
2) Si A > 0, 'équation admet deux racines réelles distinctes.

1.4.2 Formule de Moivre et application trigonométrique

Expressions de sin(nf) et cos(nf) en fonction de sin(f) et cos(f) (n € N,n > 2)

En appliquant la formule de Moivre et la formule de binéme :
cos(nf) +isin(nfd) = (cos(f) + isin())"

k=n
= Z Ck cos™ % (6)i* sin® (9)
k=0

d’ot1, en séparant les parties réelle et imaginaire :



cos(nf) = cos™ () — C2 cos"2(#)sin?(0) + C2 cos”4(6) sin? () — ...

sin(nf) = G} cos" 1(#)sin(h) — G2 cos™3(0) sin®(9) + ...
Exemples
cos(260) = co ( ) —sin?(#) = 2cos?() — 1
cos(30) = 4 cos®(#) — cos(f)
- 8in(260) = 2sin (@) cos(d)
sin(30) = 3sin(f) — 4sin3(9)

Linéarisation de sin" 0) et cos™ 0)(n € N, n > 2)

On a : " » " "
e’ +et eV —e!
——— et sin(d) = ———
2 () 21
donc, en utilisant la formule de Moivre et la formule de binéme, on peut exprimer
sin”(0) et cos™ () sous forme de combinaisons linéaires de termes de la forme cos(pf) et

sin(ph).

cos(f) =

Exemple Linéarisation de sin® z cos? z.

% e*Z.Z‘ ell’ + e*’LI‘

sindzcos?z = (e 5 )3( 5 )2
1 . . .
— _25 ( iz 3623: + 36—133 _ e—3zx)(622w + 24 6—21&7)
1 . . . . . .
— _ﬁ(efﬂx _ 631:1: — 26 L 97 | 6731:1: _ 675193)

1 . . i
= —ﬁ(sm(5a}) — sin(3z) — 2sin(z))

Remarques
1) On peut ramener le calcul des primitives de sin" () et de cos™(6) a celui de

primitives de fonctions de la forme cos(pf) et sin(pf).
2) On linéariserait de méme un produit de type sin™(6) cos™ ().

Transformation de acos(z) + bsin(z) (a,b réels non nuls)

Posons a + ib = re'®
Alors
acos(z) + bsin(z) = rRe(e!@=2))
= rcos(a — )



Remarques
1) On utilisera cette transformation pour résoudre des équations du type : a cos(x)+
bsin(z) =c¢
2) On a:

r=la+ib) = Va2 + 12, cos(a) = s et sin(a) = Lo

10



Chapitre 2

Suites numeériques

Contents
2.1 Préliminaire . . . .« v v v v v v v v v e e e e e e e e e e 11
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2.3.2 Suites adjacentes . . . . . ... ... Lo 19

Dans ce chapitre k=R ou C.

2.1 Préliminaire

1. Majorants, minirants.

e Soit A une partie non vide de R. S’il existe un élément M € R (resp.m € R) tel
que :Vx € A, x < M (resp.m < x) on dit que A est une partie majorée (resp.minorée)
de R et que M (resp.m) est un majorant (resp.minorant ) de A.

e Une partie bornée est une partie a la fois majorée et minorée.

Exemples
(a) Toute partie finie de R est majorée et minorée.
(b) {%,n € N*} est majorée par 1 et minorée par 0.
2. Borne supérieure, borne inférieure

e Soit A une partie non vide de R. Si I’ensemble des majorants de A admet un plus
petit élément, cet élément est appelé borne supérieure de A et se note sup A.

e On introduit de méme la notion de borne inférieure et on la note inf A.

11



3. Une caractérisation.

Théoréme 2.1.1. Soit A une partie non vide de R. Un élément M de R est borne
supérieure de A si et seulement si M wvérifie les deux conditions :

o VxeAx < M.

e Ve>0,drc A M—-—ec<ax<M.

La premiére propriété traduit le fait que M majore A, la seconde qu’un réel stricte-
ment inférieure & M n’est pas un majorant de A.

Exercice : Donner une caractérisation de la borne inférieure d’une partie.

Théoréme 2.1.2. Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure ;
toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure.

Exemples

1. A={z € R/ 0 <z < 1} admet pour borne inférieure 0 et pour borne supérieure
1¢ A.

2. N est non majoré dans R. ( R est archimédien ), ce qui peut se traduire par :

VeeR, dneN:n>zx
3. sup{z € Qt /22 <2} =2

Exercice : Montrer que : /2 ¢ Q7.

Rappel
Une suite numeérique est une application u de N dans k; au lieu de la noter

u: N— k

on la note (un)nen ou (Un)n>0

Si k=R (resp.k= C) on dit que (up)n>0 est une suite réelle (resp.complexe ). Pour
chaque n de N, u, est appelé le n’*™¢ terme de la suite.
2.2 Convergence et divergence d’une suite

2.2.1 Définitions.
Définition 2.2.1.

1. On dit qu’une suite (up)n>0 converge versl € k si et seulement si : (Ve > 0)(3ng €
N):(VneN,n>ng=>|u, — 1| <¢) et on écrit : lim wu, =1

n—-aoQo

2. On dit qu’une suite (up)n>0 est divergente si et seulement si elle ne converge pas.

12



Remarque

Pour tout n € N et pour tout € > 0, on a les équivalences suivantes :

lup — | <e <= up €|l —e,l+e[<=l—c<u, <l+¢

Cela signifie que u,, est aussi proche de [ que I’on veut pour n suffisamment grand.

Exemples
1. Toute suite stationnaire ( constante & partir d’un certain rang ) est convergente.

2. (%)n>1 converge vers 0.
En effet :
Soit € > 0,cherchons & avoir % <e.
sinozE(é)—l—l alors n >ng = L <e.
Autrement :
R est archimédien, donc Ve > 0,dN € N tel que N > %, alors :
Vn > N, % < % <e

Définition 2.2.2.
a) Une suite réelle est dite majorée (resp.minorée ) si et seulement si :

JA € R tel que : Vn € Nyu, < A(resp.u, > A).
b) Une suite compleze est dite bornée si et seulement si :
IM € R tel que : Yn € N, |u,| < M.
Exemples
Uy =14+ (=1)",0<wu, <2.
vy = 32 o, | < 1

Définition 2.2.3. (Limite infinie ) Soit (uy)n>0 une suite réelle.
a) On dit que (up)n>0 tend vers +oo si et seulement si :

(VA>0) InpeN: (VneN) (n>nyg= u, > A)

et on écrit :

lim wu, = 400
n—-4o00

b) On dit que (up)n>0 tend vers —oo si et seulement si (—up)n>0 tend vers 400
et on écrit :

lim wu, = —o
n—-+4o0o

2.2.2 Propriétés des suites réelles convergentes

Théoréme 2.2.1. Toute suite réelle ou complexe convergente est bornée.

13



Démonstration :

Supposons que  lim u, =1
n—-4o0o

Pour € = 1, il existe ng € N, tel que n > ng => |u, — | <1
on a donc pour tout n > ng : |u,| <1+ ||
soit

M = max{|uo|, [u1| ..., Jun—1], 1+ |I|}

on conclut que :

Vn eN,|u,| <M

Remarque

La réciproque du théoréme n’est vraie en général, il existe des suites bornées non
convergentes, par exemple : u, = (—1)".

Proposition 2.2.1. Soit (u,)n>0 un suite numérique, si les suites (ugn)n>0 €t (U2n+1)n>0
sont convergentes et ont méme limite alors la suite (un)nzo est convergente.

La preuve en exercice.

Proposition 2.2.2. (Théoréme d’encadrement)
Soient (Un)n>0, (Un)n>0, (Wn)n>0 trois suites réelles telles que :

1. dng e N:Vne N, n>ng=> v, < u, < wp

2. lim v,= lim w,=1
n—-+oo n—-+o0o

Alors (up)n>0 converge et lim wu, =1
- n—-+00

Démonstration :

Soit € > 0
il existe n1 et ny de N tels que :

(VneN),n>n = |v, — 1| <¢

(VneN),n>ny = |w, — | <e

En notant n’ = max(ny, ng, ng)
on a donc pour tout n > ng

—e < —l<u, —l<w,—1l<e¢

donc (up)n>0 converge vers . O

14



Exemple On montre que : Vn > 1 n%q <Iln(n+1)—In(n) < %
On a .
lim = lim —=0
n—toon—+1 n—otoon
donc
lim [In(n+1)—1In(n)] = lim ln(n + 1) =0.
n—-+00 n—-+00 n

Proposition 2.2.3. Soient (un)n>0, (Un)n>0 deux suites réelles telles que :

IngeN:VneN, n>ny= v, <u, e lim v, =+

n—-+4oo
alors
lim wu, = 4o
n—-+oo
Démonstration :
Soit A > 0.

lim v, =400<=3dn; eN: (VneN) (n>n = v, >A et v, <uy)

n—-+o00

alors

(Vn e N) (n>ng = uy, > A)

donc

lim wu, = 400
n—-+4o0o

Exemple Soit a > 1, 0naa”™ > 14 n(a—1), en effet :

a®@ = (1+a-1)"
k=n
= Y Cha-1y
k=0
k=n
= 1+n(a—1)+zci(a—1)"
k=2

> 14n(a—1)

comme lim [1+n(a—1)] =+occalors lim a" = +oo.
n—+00 n—+00
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2.2.3 Propriétés algébriques des suites convergentes

Proposition 2.2.4. Soit A € k. (up)n>0, (Vn)n>0 deux suites numériques (1,1') € k , on

a:
1) ngrfooun—l:> hrfoo|un\ = |l
2) lim up,=1let lim v,=0= lim (up+v,) =1+ et lim (uyv,) =1
n——+o00 n—-+00 n——+00 n——+o0o
3) 111}_1 Uy = | = hm A, = Al
n—-+0oo n—-+4oo
4) lir_~r_1 un =0 et (vp)n>0 est bornée — hr—? (upvy) = 0.
n—-r+oo - n—-1+oo
5) lirf up =1 et 1 # 0 => ()0 est défini a partir dun certain rang et
n——+o00 n’=
lim L = %
n—-+oo Un

Proposition 2.2.5. Soient (un)n>0, (Un)n>0 deux suites réelles,on a :
1) lim w, =+oco et hm Uy, = +00 =—> lim (U, + vp) = +00
n—-+00 —+oo

n—-+00

2) lim wu, =400 et hm v, =1€R :> lim (up + vp) = +00
n—-4oo n—-+00 n—+o0o
3) lim w, =400 et lim v, =400 = lim (un’Un) = +00.
4) lim w, =+oc0 et hm v, =101>0 :> hm (unvn) = +00.
5) lim w, =400 = hm L =0
n—-+oo n—-4oo “n

2.2.4 Exemples de suites
Suites arithmétiques
Définition 2.2.4. Une suite (uy)n>0 dans k est dite arithmétique si et seulement si, il
eriste v de k tel que :
VneN, uppyr=up+r

r est appelé la raison de suite arithmétique (un)n>0-
On a :
Vn eN, wu, =ug+nr

La somme des n premiers termes d’une suite arithmétique (uy,),>0 de raison r est :

Suites géométriques

Définition 2.2.5. Une suite (un)n>0 dans k est dite géométrique si et seulement si, il
existe q de k tel que :

VneN, upp1 = qun

q est appelé la raison de suite géométique (up)n>0-
Ona :

16



Yn €N, u, =ugq"
La somme des n premiers termes d’une suite géométrique (uy,),>0 de raison ¢ est :

k=n—1 1— o
S, = Z U, = Ug T
k=0

q

Théoréme 2.2.2. Soit g € R, la suite (¢")n>0 converge si et seulement si|q| <1 oug=1,

de plus :

elgf<1l= lim ¢"=0

n—--+00
e g€]l,4o0o[= lim ¢" = +occ.
n—-—4o0o

Démonstration :

Si g €]1,+o00|

alors " >1+n(¢g—1) = lim ¢" = +oc.

n—--+00
Si gl <1
1 ) 1\n _ : n| __
alors > 1= ninioo(m) = nirrioo lq"| = 400

et par suite
lim |¢"|=+400.= lim ¢"=0
n—--+0oo n—--+o0o

Suites arithmético-géométrique

Définition 2.2.6. Une suite (un)n>0 dans k est dite arithmético-géométrique si et
seulement si,il existe q et r de k tel que :

VneN, upy1 =71+ qup

Etude de ces suites en exercice.

2.3 Suites réelles monotones

2.3.1 Définitions

Définition 2.3.1. Soit (u,)n>0 une suite réelle.
e On dit que (un)n>0 est une suite croissante ( resp.décroissante ) si et seulement si

Vn > 0,upt1 < up(respy > tpir)

o On dit que (up)n>0 est une suite strictement croissante ( resp.strictement décroissante
) si et seulement si

Vn > 0, up+1 < up(resp.uy > tpt1)

17



e On dit que (up)n>0 est une suite monotone ( resp.strictement monotone ) si et seule-
ment si (up)n>0 est une suite croissante ou décroissante ( resp.strictement croissante ou
décroissante )

Exemple
k=n 1
n>1uy= 3 g
k=1

On a pour tout n € N*

1
R 0
Ul T = S Y 2t 2)

donc (up)n>1 est strictement croissante.

Théoréme 2.3.1.

1) Toute suite réelle croissante et majorée est convergente.
2) Toute suite réelle décroissante et minorée est convergente.

Démonstration :

1. Soit (up)n>o suite réelle croissante et majorée.
Soit € > 0.
IMeR:Vn € N,u, < M. cela revient a dire que 'ensemble E = {u,,n € N} est
majorée par M, donc ’ensemble £ admet une borne supérieure | dans R, d’aprés la
caractérisation de la borne supérieure il existe u, € £ : | — e < u, <. Donc Vn > p

onal<u, <u, <l alors 0 <[ —u, <& ce qui prouve que (uy),>0 converge vers
l.

2. Si (up)n>0 est une suite réelle décroissante et minorée alors (—uy,),>0 €st une suite
réelle croissante et majorée, donc (—uy),>0 converge et de méme pour (uy)n>0-

0

Exemple

k=n

nZl,un:Zn%rk

On a (un)nZI est strictement croissante et u,, < nn%rl <1
donc (up)n>1 converge.

Proposition 2.3.1.

1) Toute suite réelle croissante et non majorée tend vers 4+o0o
2) Toute suite réelle décroissante et non minorée tend vers —oo

18



2.3.2 Suites adjacentes

Définition 2.3.2. Deuz suites (un)n>0, (Vn)n>0 sont dites adjacentes si et seulement si

o (Un)n>0 est croissante
o (Un)n>0 est décroissante

li n — Un) =
on_l)r&oo(v Up) =0

Proposition 2.3.2. Si deux suites réelles sont adjacentes, alors elles convergent et ont la

méme limite.

Démonstration :

Notons w, = v, — Up.
e La suite (wy)n>0 est décroissante car :

Wn+1 — Wp = (vn—i—l - un—i—l) - (Un - un)

= (vn—i—l - Un) - (un-‘rl - un) <0

puisque (wy,)n>0 est décroissante et de limite 0, on déduit que Vn € N, v, < uy,

e Ainsi (un)n>0 est croissante et majorée par vg donc converge vers un réel [ et (v, )n,>0

décroissante minorée par ug donc converge vers .
e Comme lim (v, —u,)=0,alorsl —1'=0
n—-+oo

Exemple On considére les suites réelles (an)n>0 et (bn)n>0 définies par :
Gnt1 = Vb, et bpi1 = % avec 0 < ag < by

eOnaa, >0 etb, >0
d’ou

a2 < b2
an—1 + bn—l )2

2

CL?L_l + b%_l + 2ay,-1bp—1
4

4ay,_1bp—1 < a%_l + bi_l + 2a5,—1bp—1
ar_y+ b, —2an_1bn—1 >0
(an-1—bn=1)>>0

ap—1bp—1 < (

ap—1bp—1 <

[ A A

donc Vn € N, a, < b,
o (an)n>0 est croissante et (b, )n>0 est décroissante, en effet :

(pt1 = Vapby > \/aqzq,:an et bpy1 = % < 5 = by
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e d'autre part b1 — apy1 < b"_T“", en effet :

b, — b by, —
bn+1—an+1§"Ta" — %—'/anbnﬁ%

— a, < Vapby,

— ap <b,

donc Vn € N, b, — a, < 1702_7,1“0
d’ou linri (b, — apn) = 0, donc les suites (an)n>0 et (bn)n>0 sont adjacentes, et par
n——+0oo - -

conséquent elles convergent vers la méme limite.
k=n

Exercice : Montrer que les suites u, = > k% et vy = Up + %, n > 1 sont adjacentes.
k=1
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Chapitre 3

Fonctions numériques : Limites et
continuité
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On rappelle quune fonction numérique d'une variable réelle, définie sur une partie Dy
de R, est une relation qui a tout élément de Dy associé¢ un unique nombre réel.

3.1 Limite d’une fonction en un point

3.1.1 Définitions

Définition 3.1.1. ( Voisinage d’un point )
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e Sia est un réel, on appelle voisinage de a toute partie V de R contenant un intervalle
ouvert centré en a, c’est-a-dire qu’il existe h > 0 tel que Ja — h,a + h[C V

e Sia = +00, on appelle voisinage de +oo toute partie de R contenant un intervalle
de la forme |b, +o0[

e Sia = —o0, on appelle voisinage de —oo toute partie de R contenant un intervalle
de la forme | — 00, b|

Dans tous les cas, on note V' (a) un voisinage de a.

Définition 3.1.2. ( Limite finie )

Soit f fonction numérique définie sur Dy . On suppose que f est définie sur un voisinage
V(zg) de xg (xo € R), sauf peut-étre en xg.

On dit que f admet la limite | (I € R) au point xo si et seulement si :

(Ve >0),(3a>0): (Vr € Dy):0< [z —xp| < a = |f(x) = | <¢

Notation : Si f admet la limite [ au point xg, on note

lim  f(z)=1

T——T0,TFETO

3.1.2 Exemples

1. La fonction f: 2z — x? admet la limite 0 au point 0.
En effet, soit & >, pour que |f(z)| < e, il suffit que |z < /5.
Donc il existe oo = /5. tel que |z| < a = |f(x)] <&

2. f(z)=2*+2,20=0
Soit € > 0. Nous cherchons a avoir |f(x) — f(0)| <e (1)
Pour tout x on a |x2 +2-— 2’ = ’x2| = |z
donc pour avoir (1) il suffit que |z| < /&

ainsi :

Ve>0,Ja=ve:|z|<a=|f(z) - f(0) <e

3. f(x):%, xo =3

Soit € > 0, pour tout réel x on a |% — %! = lz=3I

3|

Si |z — 3| < 1, nous aurons 0 < 1 < 1
et par conséquent :

1 1 ]:U—3\<1| 3)
= g —
x 3 3|z 6

Si a = inf(1,6¢) et |z — 3| < a alors |1 — 1| <&,
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3.2 Fonction continue en un point

3.2.1 Deéfinitions
Définition 3.2.1. Une fonction [ définie sur un intervalle I est continue en xog € I si et
seulement si :

(Ve > 0),(Fa>): (Vz € Dy) : |z — x| < a = |f(z) — f(zo)| <€
Définition 3.2.2. Une fonction f définie sur un intervalle de centre xg est discontinue en

xo s’elle n’est pas continue en xg.

Exemple

f(z) = E(z) ( E(x) la partie entiére de x )

f est discontinue en tout point de Z.
3.2.2 Propriétés

On déduit le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.1. Une fonction f est continue en xg si et seulement si elle a une limite
en xo et cette limite est f(xo).

Théoréme 3.2.2. Si une fonction f est continue en o et si f(xg) # 0, il existe un
intervalle I tel que pour tout x de I les nombres f(x) et f(xo) soient de méme signe.

Démonstration :

Supposons par exemple f(xg) > 0, choisissons ¢ tel que 0 < & < f(xg), alors on a :
0 < f(xo) —e < f(mo) + ¢; il existe o > 0 tel que

O0<|z—zp] <a=0< f(xg) —e < f(x) < f(zo)+¢

c’est & dire 0 < |z — 20| < a = f(z0)f(x) >0 0

Remarque

On a le méme résultat en remplagant f continue en xg et f(xg) # 0 par f admet
une limite [ # 0 en g

Définition 3.2.3. ( Prolongement par continuité )

Soit une fonction f: Dy — R définie sur un intervalle de centre xo, mais pas en xg et
admettant une limite | en xg

Considérons la fonction :

g:Dy — R définie par : { Va € D;(;cog(i)l_ f(x)

Cette fonction g est continue en xo car lim g(z) = g(zg). On dit que g est un prolon-
T— T

gement par continuité de f en xg.
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Exemple
flx) = sin(@) o # 0. f n’est pas définie en 0 mais

xT

lim f(z)=1
xr—
Donc la fonction
g: R — R
. Smmﬁ si x#0
1 si =0

est un prolongement par continuité de f en zg = 0.

3.3 Compléments

3.3.1 Limite a droite, limite & gauche.

Définition 3.3.1. On dit qu’une fonction f définie a droite de xo a une limite | a droite
de xq si et seulement si :

(Ve>0),Fa>0):0<z—xo<a=|f(z) -1 <e

et on écrit :
lim f(z) =10 ou lim  f(x)=1
x_xa- T——T0,T>TQ
De méme f, définie a gauche de xg, a une limite | a gauche au point xg si et seulement
8t :
(Ve>0),3a>0):—a<z—20<0=|f(z) - <e
et on écrit :

lim f(z)=lou lim  f(z)=1

z—x T—>x0,r<T0
Exemple

f(:v):M lim f(z)=—1et lirgif(:n)zl.

xT z—0—

3.3.2 Continuité a droite, continuité a gauche

Définition 3.3.2. On dit qu’une fonction f définie en xq et a droite de xg est continue a
droite de xq si et seulement si :

lim, f(z) = f(xo)

De méme f, définie pour xq et a gauche de xq, est continue a gauche de xg st et seulement
St :

lim f(z) = f(zo)

T—Tq
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On le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.1. Pour qu’une fonction soit continue au point xq, il faut et il suffit qu’elle

soit continue & droite et a gauche de xg et lim f(z)= lim f(z).
T—x x—>zg

3.3.3 Continuité sur un intervalle.

Définition 3.3.3.

e Soit I l'un des intervalles de la forme :|a,b[,]a,+oo[, R =] — 00, +00]
On dit que fonction f est continue sur I si et seulement si f est continue en tout point
de I.
e Soit lintervalle fermé ou le segment S = [a,b],a < b.
On dit que fonction f est continue sur S si et seulement si :
a) f est continue en tout point x tel que a < x < b;
b) f est continue a droite de x = a;
¢) f est continue a gauche de x = b.

3.4 Opérations sur les limites et les fonctions continues

On montre a ’aide de la définition de la limite les résultats suivants :

Théoréme 3.4.1. Etant donné deuz fonctions f et g ayant chacune une limite en xq et
un nombre réel A, les fonctions f + g, A\f, fg ont une limite en xqg et on a :

1) fim (f+g)(x) = lm f(z)+ lim g(z)
2) lim Af(x) = lim_f()
3) lm fg(x)= lm f(x). lim g(x).

Corollaire 3.4.1. Etant donné deuz fonctions f et g continue en xq et un nombre réel X,
les fonctions f 4+ g, \f, fg sont continue en xq .

Théoréme 3.4.2. Etant donné une fonction g ayant une limite non nulle en xg, la fonction

Lo une limite en 29 et on a : lim i(z) = 1.
g lim g(x)

z—wx0 9 e

Corollaire 3.4.2. Si g est continue en xg et si g(xg) # 0, alors %est continue en xg.

Théoréme 3.4.3. ( Composée de deux fonctions )
Soient f une fonction définie sur I et g une fonction définie sur J tel que f(I) C J. Soit
xo C I. Si f est continue en g et g est continue en f(xg) alors go f est continue en xy.

Démonstration :

Soit € > 0.
Puisque g est continue en f(zg), alors :

(1) @F>0)(Vyed) |y—flzo)l <B=>lg(f(x)—g(f(zo))| <e
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et la continuité de f en x( entraine :

() (Ga>0) (wel) |r—ol<a=|fx)— fxo)l <.
de (1) et (2) on déduit :

Ba>0) (Vzel) [r—wo| <a=lg(f(z)—g(f(xo))| <e

Donc g o f est continue en x. O
Exemples des fonctions continues

a) Toute fonction constante : © — A ( A réel ) est continue sur R.
b) Toute fonction polynomiale : z — a,z™ + ... + a1z + ap est continue sur R.

. . n . .
¢) Toute fonction rationnelle : x — %est continue sur son domaine de
) PP ..
définition.

d) Les fonctions cosinus et sinus x — cos(x), © — sin(x) sont continues sur R.
e) La fonction tangente x — tan(z) est continue sur R\{Z+kn ke Z}.

3.5 Extension de la notion de la limite

3.5.1 La fonction f a pour limite [ quand x tend vers +oc.

Définition 3.5.1.

a) Soit une fonction définie sur ]Ja,+ool. On dit que f a pour limite | quand x tend
vers +00o si et seulement si on a :

(Ve>0),3a>0):z>a=|f(z) -1 <e

b) Soit une fonction définie sur | — oco,a[. On dit que f a pour limite | quand x tend
vers —oo si et seulement si on a :

(Ve>0),3a>0):z< —a=|f(z) -l <e

3.5.2 La fonction |f| a pour limite+oco en un point .

Définition 3.5.2. On dit qu’une fonction | f| a pour limite +00 au point xq si et seulement
st on a:

(VA>0),3a>0):0<|z—a0| <a=>|f(zx)]>A

3.5.3 La fonction |f| a pour limite+oco quand z tend vers+toc.

Définition 3.5.3. On dit qu’une fonction |f| a pour limite +00 quand x tend vers +00 si
et seulement si on a :

(VA > 0),(3B > 0): [2| > B = |f(z)| > A.
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Exemple

fla) =a?

Soit A > 0 nous cherchons & avoir ’x?” > A

Si|z| >1

alors 22 > |z| et |23| > 2? d'on 23| > ||

soit B = sup(1, A)
on peut écrire :

Donc lim |x3}:—|—oo.

T—>+00

|z| > B = ‘x?" > A.

Extensions des opérations sur les limites

Enoncé des résultats :

si f a pour limite | et si g a pour limite | alors (f + ¢) a pour limite
1 l 400 400
2 l —0 —00
3 +00 +00 +o0
4 —00 —00 —00
5 ~+00 —00 on ne peut conclure

si |f| a pour limite

et si |g| a pour limite

alors | fg| a pour limite

1 L#0 +0o0 +00
0 +o0 on ne peut conclure
3 ~+00 400 +00
si|g| a pour limite | alors ﬁ a pour limite
1 0 +00
2 ~+00 0

Théoréme 3.5.1. ( Théoréme de la limite monotone )

e Si f est une fonction croissante et magjorée sur |a,b] (a < b), elle admet une limite

finie a gauche quand x tend vers b
Méme résultat si b est remplacé par +oo.

e Si f est une fonction croissante et minorée sur la,b[ (a < b), elle admet une limite

finie a droite quand = tend vers a.
Méme résultat si a est remplacé par —oo.

Remarque

On montre que, dans le premier cas : linllr f(z) = sup{f(x)/z €la, b} et, dans

T

le dewsitme cas lim _f(z) = inf{f(2);/z €la. b[}
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3.6 Fonctions réciproques

3.6.1 Image d’un intervalle par une fonction continue
Théoréme 3.6.1. L’image d’un segment par une fonction continue est un segment.

Il en résulte que :
Si f est continue sur [a, b] alors f est bornée sur [a, b] et atteint ses bornes, c’est a dire :

f([a,b]) = [m, M]
et
Jdo € [a,b] tel que f(a) =m et 36 € [a, b] tel que f(B) = M.

Théoréme 3.6.2. ( Théoréme des valeurs intermédiaires )
Si f est continue sur un intervalle I de R et (o, 3) € I%. Si f(a) <y < f(B) alors Iz € T
tel que f(z) =vy.

Applications

1. Tout polynoéme de degré impaire admet au moins une racine dans R.
Soit P(x) = apx™ + ... + a1x + ap un tel polynome.
Supposons pour simplifier que lim P(x) =+occet lim P(z)= -0
x—>+00 r—>—00

JA € R tel que 2> A= P(z)>1 et 1< —-A= P(z)< -1

en particulier P(—A) < 0 < P(A)
donc il existe o € [—A, A] tel que P(«a) = 0.
2. Les suites récurrentes de type u,+1 = f(up).
Théoréme 3.6.3.
Un+1 = f(un)
ug donné
définie et continue sur un intervalle I de R telle que f(I) C I.

Soit (u)p>0 une suite définie par la relation{ , avec f une fonction

Si (u)n>0 est convergente alors sa limite | est solution de ’équation f(x) = x.

Exemple

{ Up+1 = SN Up,.

UQ E]O, g]
10, 5] est stable par la fonction sinus, donc Vn > 0, uy, €]0, § et up11 = sinu, < up,.
La suite (u),>0 est décroissante minorée par 0 donc converge vers 0, 'unique solution
de I’équation sin(z) = =.

Cas particulier

Si f est continue sur [a,b] et si f(a)f(b) < 0, alors I’équation f(x) = 0
admet au moins une solution sur [a, b].
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Exemple

f(z) = cos(z) —x,I =0, 7]
fO)=1 et f(m)=—1—m
donc f(0) f(m) < 0 = Ja €]0, 7[ tel que cos(a) = a.

Corollaire 3.6.1. L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

3.6.2 Fonctions continue et strictement monotone.

Théoréme 3.6.4. ( Fondamental )
Si f est une fonction continue strictement monotone sur un intervalle I de R. Alors :

1. f est une bijection de I sur f(I).

2. La fonction réciproque f~1 est continue, strictement monotone ( dans le méme sens
que f ) de f(I) sur I.

3. La courbe de f et celle de f~1 sont symétrique par rapport a la premiére bissectrice.

Propriétés de f~1.
On a :
oVx e I,Yy e f(I)

fl@)=y<=a=f"y)

Si f est strictement croissante alors.
o f(la,b]) = [f(a), f(b)]
o f(la, +oc) = [f(a), lim f(z)]

EXEMPLE : fonction racine n®"¢. Soit n € N\{0, 1}, considérons la fonction f définie
sur RY par : f(z) = 2™,

o f est continue sur R™ ( polynomiale )

o Soit (z,y) ER?:z <y

" — yn — ($ _ y)(l,n—l + xn—Qy o+ yn—l)
donc ™ < y"
Alors f est strictement croissante sur R,
et
f([0,+00]) = [0, lim f(z)]
r—>+00
= [07 +OO[

Théoréme 3.6.5. ( Théoréme et définition )
La fonction v — x" est une bijection de R dans RT et sa réciproque s’appelle la fonction
racine n**™ et on la note /-
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Ona:
Vz € [0,4o00], Yy € [0, +o0[

Ve=ye=z= 3y

Sl=

On note aussi : {/z = zn.

Par convention z° =1 pour z > 0.
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Chapitre 4

Dérivées - Fonctions usuelles

Contents
4.1 Deérivabilité - Différentiébilité . . . . . . .. .. ... ... .... 31
4.1.1 Dérivée,dérivée a droite,dérivée a gauche . . . . . . . . . ... .. 31
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4.3.1 Fonctions circulaires . . . . . . . . . ... . ... ... 39
4.3.2 Fonctions logarithmes et exponentielles . . . . .. ... ... .. 41

4.1 Dérivabilité - Différentiébilité
4.1.1 Dérivée,dérivée a droite,dérivée a gauche

Définition 4.1.1.
e Soient I un intervalle de R, f : I — R une fonction et xy € I. On dit que f est
dérivable en xg si

o 1) = fo)
T—To T — xo

existe. Lorsqu’elle existe, cette limite est notée f'(xo). f'(xo) est appelé nombre dérivé de

f en xg.
e On dit que f est derivable & droite (resp.a gauche ) en xq si

lim M (resp_ lim M

wﬂxaL T — o T—Th T — X

)

existe. On la note note fy(xo) ( resp.fy(zo) ).
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Exemples

Cherchons f'(x0).
Soit g € R* et x # xg,

1 1
xr)— Jlx z  za
lim f@) — flao) —  lim &%
T—T0 T — X0 T—To T — X
—1
= lim —
T—To TX(
-1
= —3.
Lo

La fonction : x — % définie sur R* est dérivable en tout point xy de R* et sa dérivée en

xo est ;—21
0
“f@)=2*+|z|,20=0
On a:
f(z) — £(0)
/ _ 1
fd(o) xﬂ%)I}El>0 x—0
= x_%rgw(a: +1)=1.
et
. f(z) = f(0)
! _
0(0) = xl6%1<0 x—0

- x—l>(1)1,§01<0(x B 1) =1

Proposition 4.1.1. Pour que f soit dérivable au point xq il faut et il suffit que f admette

une dérivée 4 droite et une dérivée a gauche au point xg qui soient égales.

Théoréme 4.1.1. Si f est dérivable en xq , f est continue en xg

Preuve :

Soit € > 0.

B>0: |z —x9| < f= ‘%ﬁézo)—f(%)’ <e¢
d’ou :

1) = flaol =PI o o) < ()] + 2o~ 2o

0
Donc -
dJo = inf(m,ﬁ) e —xol <a=|f(z) — f(zo)| <e

donc

lim f(x) = f(zo)

T—T0

c’est & dire f est continue en xg.
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Remarque

La réciproque du théoréme est fausse, par exemple : f(z) = |z|, f est continue
en 0 mais pas dérivable en 0.

Proposition 4.1.2. ( DERIVEE D’UNE FONCTION COMPOSEE )
Si f est dérivable en xo et g est dérivable en f(xg) alors go f est dérivable en x( et

(g0 f) (z0) = f'(z0)g'(f(20).
Ainsi si f(z) = (u(z))”,n € N*
f'(x) = n(u(z) "/ (z)
Preuve :

Soit 8 > 0.
Comme f est dérivable en xg, elle est continue en x.

(Ba >0): [z — x| <= |f(x) = fzo)| < 5

On pose, pour |h| < «

f(@o+h) — f(o)

e(h) = h — (o) <= f(wo + h) = f(xo) + hf'(x0) + he(h)
,{%dh) =0

de méme, pour |k| < 8

9(f (o) + k) = g(f (w0)) + kg'(f (w0)) + ke (k)

avec

li =
lim e1(k) =0

comme par hypothése, pour |h| < a, |f(zo + h) — f(x0)| < B, on peut alors écrire

9(f(zo + h)) 9(f (o)) + (hf'(z0) + he(h)g'(f(20)) + (hf (o) + he(h))e1(hf (zo) + he(h))
= g(f(@0)) + hf'(20)g (f(20) + he(h))g'(f(z0)) + (hf'(z0) + he(h))er(hf (o) + he(h))
9(f(x0)) + hf'(x0)g'(f (o) + hea(h)
e2(h) = &(h))g'(f(20)) + ((f'(z0) + e(h))e1(hf'(zo) + he(h))
et
}ILIL% 82(h) =0
ce qui prouve le résultat. a

33



Application : Si g est dérivable en zy et g(xg) # 0, alors % est dérivable en zq et
(30 (wo) = 55

g 9% (o)
En effet :

Soit f(x) = %, alors % = fog, dou:

(1) (w0) = f(9(0)-¢/ (o) = 5

g%(xo)

Corollaire 4.1.1. Soit f une fonction derivable. a et b deur constantes réelles, alors la
fonction g : © — f(ax + b) est dérivable et on a :

g (x) = af'(ax +b).

Proposition 4.1.3. Si f est une application continue, strictement monotone sur I, déri-
vable en a avec f'(a) # 0. Alors [ est dérivable en b= f(a) et

Preuve :

Pour z #a ety #b,0n a
[ y)—f1(b) z—a 1y

y—b = Fa)—fla VT =
T

— — ; — _1
posons p(x) = Wc;(a)’ alors xlﬂlago(x) = 7@
d’autre part f~! étant continue, donc la fonction

fHy) =710
y—>b
tend vers 1 f_ll(a)] = f,%b) quand z tend vers xg ]

= olf ()]

4.1.2 Différentiabilité en un point.

Définition 4.1.2. Soit f une fonction définie sur un voisinage centré en xg. On dit que
f est différentiable au point xo s’il existe | € R et une fonction ¢: x — e(x) définie sur
un intervalle I de centre 0 telles que :

(Vhel) f(xo+h)= f(xo)+lh+ he(h)

lim e(h) =0

—0

Remarque

f est différentiable en xy <= f est dérivable en xg et [ = f'(z¢)

Définition 4.1.3. L’application, notée df,,, définie sur R par :
(VheI) dfy(h)= f'(x0).h

est appelé fonction différentiable de f en xg.
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INTERPRETATION GEOMETRIQUE DU NOMBRE DERIVE : Soit f une fonction définie
sur un intervalle centré en xg et Cy sa courbe représentative.

Si f est dérivable en xg, alors Cy admet au point My(zo, f(x0)) une tangente d’équa-
tion :

y = f'(z0)(x — x0) + f(20)

f(@)—f(zo0)

Remarque Si lim pr—

r—>20
gente verticale.

= +o0, alors Cy admet au point My(xo, f(z0)) une tan-

4.1.3 Fonction dérivée-Dérivées successives.

Définition 4.1.4.
e On dit que f est dérivable sur un intervalle I de R si f est dérivable en tout point de I.
L’application, notée [, définie par :

fl'e I — R
z — flz)

est appelé fonction dérivée de f.

o Si [/ est elle-méme dérivable sur I alors on définit (f')' notée f 7 applée dérivée seconde
de f est ainsi se suite.

Vn e N*, () désigne la dérivée n'*™ de f.

Par convention

o=ty

Définition 4.1.5. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. On dit que F' est
une primitive de f sur I si et seulement si

Vz € I, F'(z) = f(z).

Théoréme 4.1.2.
e Toute fonction continue sur un intervalle I admet au moins une primitive.
e Si F' et G sont deuz primitives de f sur I, alors il existe 3c € R :Vx € I, F(z) = G(x)+c

Définition 4.1.6.

e Une application f: I — R est dite de classe C" si f existe sur I et y continue. On note
C™(I,R) l’ensemble des fonctions de classe C™ de I sur R.

e Lorsque f est de classe C™ pour tout n, on dit que f est de classe C*°.

Théoréme 4.1.3. ( FORMULE DE Leibniz ) Soient I un intervalle de R, f et g deux
fonctions de I dans R, et a € I telles que £ (a) et g (a) existent. Alors fg est n fois
dérivable en a et

k=n
(f9)"(a) = Cs f*(a)g" M (a)
k=0
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4.1.4 Opérations sur les fonctions dérivées

Théoréme 4.1.4. Si f et g sont dérivables sur un intervalle I, alors f + g, fg et \f
(A € R) sont dérivables sur I, si de plus Vx € I,g(x) # 0, alors é et g sont dérivables sur
I et ona

(f+9)(x)=[f'(z)+ () (Af) () = Af'(x) (f9)'(z) = f(z)g(z) + f(z)g'(2)
( ) (z) = —g'( 932) (i)’(m) _ f'(fb)g(r)—fgx)g'(x)
l9(=)] g [9(2)]
Dérivées des fonctions usuelles
Dy f(x) [z )
R flz) = A f'(@) =
R f(z)=2a" (n € N¥) ()— -
[07 +OO[ f(x = \/E f/(l‘) 2\/57 Va G]O [

R f(z) = sin(x) f'(x) = cos(x)
R f(z) = cos(x) f(x) = —sin(x)

R\ {% +km k € Z} f(z) = tan(z) f(z) =1+ tan?(z) = COS%(:E)
D, f(z) =u"(x) f'(z) = nu"~Ha)u'(2)
R f(z) = sin(wz + ¢) "(z) = wcos(wz + )
R f(z) = cos(wz + @) f(x) = —wsin(wz + ¢)

4.2 Application : Etude des fonctions

4.2.1 Théoréme de Rolle et formule des accroissements finis

Définition 4.2.1. On dit que la fonction [ définie sur un voisinage de xo admet un

mazimum relatif ( resp. minimum relatif ) s’il existe un intervalle |xg — o, zg + af sur
lequel on a :

Vo €lzo — a,xo +af, f(z) < flxo) (resp. f(x) = f(0))

On dit que f admet un extremum relatif si et seulement si f admet un mazimum relatif
ou minimum relatif.

Proposition 4.2.1. Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une application. Si f
admet un extremum relatif en c € I et si f'(c) existe alors f'(c) = 0.

Démonstration :

Pour simplifier, supposons que f(c) est un maximum relatif.
Donc il existe un intervalle ouvert J C I tel que :

Vo > c et rzeJ= f(z) > f(c)
et
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Vo <c et rzeJ= f(z) < f(c)

alors

i @@ T@ =@

r—ct Tr—C T—c™ r—C

et comme f est dérivable en c alors

f'(e) = fale) = fg(e) =0

Théoréme 4.2.1. (THEOREME DE Rolle)
Soit f : [a,b] — R une application vérifiant :
o f est continue sur [a,b],
o f est dérivable sur]a,bl.
o fla) = f(b).
Alors il eziste ¢ €]a, b| tel que f'(c) =0

Preuve :

Si f est constante le résultat est évident.
Sinon, il existe xg €]a, b tel que f(zo) # f(a), par exemple f(xg

) >
D’autre part il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) = sup{f(x) : « € [a,b]}. ( la continuité de

f(a).
(

f sur [a,b] )
Or
f(e) = f(xo) > f(a) = f(b),
donc ¢ €la, b[, donc, f(c) étant un extremum de f, on a f'(c) = 0. 0

Théoréme 4.2.2. ( THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS )
Soit f : [a,b] — R une application vérifiant :

o f est continue sur [a,b],

o f est dérivable sur]a,b].
Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = f®)=f(a)

b—a
Preuve :
b)—f(a
Posons A = %
et
¢ la,b] — f(z) — A(z — a).
On a

p(a) = fla) = ¢(b)

donc d’apres le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a, b tel que ¢’'(¢) = 0.
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On en déduit

d’ou le résultat. 0

Propriété
Soient f et g deux fonctions définies et dérivables sur l'intervalle [a, +o0].
Si
fla)=g(a) et f'(x)=g'(z) Va € la,+oof

alors
f(z) = g(x), V€ [a,+o0]

Preuve :

Onpose:h=f—g
Soit © > x. h est continue sur [z, z] et dérivable sur]zg, z[, donc d’aprés le théoréme
h(@)=h(za) )

des accroissements finis il existe ¢ €]z, [ h'(c) = =7

donc h(z) > 0.

4.2.2 Dérivée et sens de variation d’'une fonction

Théoréme 4.2.3. Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert 1
o f est constante sur I si et seulement si f'(x) =0,Vx € T
o f est croissante sur I si et seulement si f'(x) > 0,Vo € I
o [ est décroissante sur I si et seulement si f'(x) < 0,Vr €1

4.2.3 Convexité-Concavité-Point d’'inflexion.
Définition 4.2.2. Soit oy le graphe d’une fonction f défine sur un intervalle I. On dit

que oy est convexe (resp. concave), si tout arc MN de gy est situé au dessous ( resp.
au dessus ) de la droite (M N).

On dit que f admet un point d’inflevion P si p; change la concavité de gauche a
droite du point P.

Théoréme 4.2.4. Soit f une fonction définie et deux fois dérivable sur un intervalle ouvert
I et oy sa courbe représentative.

o Si f"(x) > 0,Vz € I, alors pf est conveze.

o Si f"(x) <0,Vx €I, alors pyf est concave.

o Si f"(xzg) = 0 avec changement de signe, alors le point My(xo, f(x0)) est un point
d’inflexion pour oy
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4.2.4 Etude des branches infinies

Le dessin suivant donne les différents types des branches infinies rencontrées lors d’une
étude d’une fonction.

L. | im f(z) =+o00 —>’ la droite x = z( est asymptote verticale‘
T—T0
2. lirin f(z) =yo —>’ la droite y = yg est asymptote horizontale‘
T—T OO
1) zgr:?oo f(mx) = Foo|— ’ B.p de sens llaxe des ordonnées ‘
- 2) mll}:{loo @ =0|— ’ B.p de sens llaxe des abscisses ‘
’ zll’rfoof(x) i lim [f(z) — ax] = +o0|—
i -
3) lim @:a(a#O)% -
S IENERERE
B.p : Branche parabolique.
A.o: Asymptote oblique.
4.3 Fonctions usuelles
4.3.1 Fonctions circulaires
La fonction Arcsinus
Définition 4.3.1. La fonction
sin: [-3,5] — [-1,1]
x —  sin(x)

est continue (impaire ), strictement croissante; c’est donc une bijection de [, 5] dans

~1,1].

Par conséquent elle admet une fonction réciproque, appelée Arcsinus et notée arcsin, on

a

arcsin :

Il en résulte que :

-Vx e [-1,1]

Ve e[-5,5

, sin(arcsin(z)) = =
|, arcsin(sin(z)) = =

et on a aussi :

[_171]

Ve e [-1,1],Vy € [—g, g]

La courbe de arcsin

— 51

272
— arcsin(z)

sin(z) = y <= = = arcsin(y)

Elle s’obtient & partir de celle de sin par symétrie par rapport & la premiére bissectrice

Limites
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arcsin(x)

lim =1
x—0 x
arcsi -z
T Gt R
r—1— x—1
arcsin(z) + X
i eR@EE L
r—s—1+ T + 1
Dérivabilité
Vz €] — 1,1], arcsin’(z) = 7;
M ) 1 — x2

La fonction Arccosinus

Définition 4.3.2. La fonction

cos: [0,7] — [-1,1]
x — cos(x)

est continue (paire ), strictement décroissante; c’est donc une bijection de [0,7] dans
[—1,1].

Par conséquent elle admet une fonction réciproque, appelée Arccosinus et notée arccos,
on a :
arccos : [—1,1] — [0, 7]
x — arccos(x)

Il en résulte que :

- Vx € [—1, 1], sin(arccos(x)) = x

-V € [0, 7], arccos(sin(z)) = x

et on a aussi :

Vo e [-1,1],Vy € [0, 7] cos(z) = y <= x = arccos(y)
La courbe de arccos

Elle s’obtient & partir de celle de cos par symétrie par rapport & la premiére bissectrice
Limites

arccos(z) — §

im =-1
z—0 X
lim arccos(z) C e
r— 1~ rz—1
lim arccos(z) — C
r—s—171 T + 1
Dérivabilité
Vo €] — 1,1, arccos'(x) = L
Y Y /1 — :L'2
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Propriété

Vo €] —1,1[, arcsin(z) + arccos(z) = 3

La fonction Arctangente
Définition 4.3.3. La fonction

[ — R
—  tan(z)

tan: | —

vl

I

SENE

est continue (impaire ), strictement croissante; c’est donc une bijection de [—7, 5] dans
R
Par conséquent elle admet une fonction réciproque, appelée Arctangente et notée arctan,
on a :
arctan: R — |—7, 7]
x — arctan(z)

Il en résulte que :

- Vz € R, tan(arctan(z)) = x

Vo €] — T, 5[, arctan(tan(z)) = x
et on a aussi :

T T

Vr e R, Vy €] — 5 5[ tan(z) = y <= x = arctan(y)

La courbe de arctan
Elle s’obtient a partir de celle de par symétrie par rapport a la premiére bissectrice
Limites
. arctan(x)
lim ———=

r—0 x

=1

. 7r
mirrioo arctan(x) = 5

lim arctan(z) = s
T—>—00 2

Dérivabilité
1

Vo € R, arctan’(z) = 722
x

4.3.2 Fonctions logarithmes et exponentielles

Fonctions logarithmes

Exercice : Déterminer toutes les fonctions réelles définiés sur |0, +-o00[ vérifiant :

1. Va,y €]0,+oo[ f(zy) = f(z) + f(y)
2. f est dérivable sur ]0, +-00[
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Remarque
La fonction nulle vérifie (1) et (2).

Supposons 'existence d’une fonction, non nulle, vérifiant (1) et (2).
oOna f(1)=0
o Considérons la fonction g définie sur |0, +o00[ par : g(z) = f(zy), y > 0.

Va €]0, +o0[, Yy €]0,+o0[, ¢'(y) = zf'(zy) = f'(y)

donc pour y = 1 on a Vo > 0, f’(x):@zg

o k # 0, car la fonction constante ne vérfié pas (1
On déduit que f est la primitive de z — % sur |
Réciproquement :

Soit F' la primitive de z —
Ona F'(z) = %
Montrons que F vérifié :

).
0, +oo[ et qui s’annule au point 1.

k

~ sur ]0, 4+-o0[ qui s’annule en 1.

v €]0, +oo[, Yy €]0, 400 F(zy) = F(z) + F(y)

Posons h(y) = F(xy), alors h'(y) = %
donc

de e R: h(y) = F(y) + ¢ Yy €]0, +00]
et comme F(1) =0, alors h(1) = F(z) =¢
d’ou
Fry) = f(z) + F(y)

Définition 4.3.4. La fonction primitive de © — % sur Uintervalle 0, +00[, qui s’annule
en 1, s’appelle fonction logarithme Népérien, on la note In .

Propriétés

o La fonction In est continue strictement croissante sur ]0, 00|
o Vz €]0,400[, In2 = —Inz

o Vz €]0,+o0o[,Vy €]0,+00] Inzy=Inz+Iny

In % =Inz —Iny

oVz €]0,+o0[,Vr € Q Ina" =rlnz

Limites
o lim Inz=-o00 et lim Inz=+o00

r—0t r—+00

. Inz _ . _ . Inz _ . In(1+4h) _

° xinioo r 0 xE%+ vhr =0 xhi>n1 a1 =1 ( hlino h 1
Dérivabilité
o La fonction In est dérivable sur |0, +o0o[ et Vz €]0,+00[ In'z=1
o Si f(z) =In|u(x)|; u dérivable et ne s’annule pas alors f'(x) = 1:;((;3))

Courbe
o In est une bijection de |0, +o00[ dans R
oy =ux — 1 est ’équation de la tangente en 1.
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Fonctions exponentielles

Définition 4.3.5. La fonction x — Inx est une bijection de |0, +o0o] dans R. Sa fonction
réciproque est appelée fonction exponontielle, notée exp x ou €.

Propriétés

-VreR, e >0

-Vr € R, In(e*) =z
.vxER*’elnaxzx

Ve eR,VyeR ef=y<= xr=Iny
-Vz e R, Vy e RY, "V =¢%e¥
NMreQ €7 =(e")

Limites
lim e*=0; lim €e*=+400
r—>—00 T———+00
. z .
lim £ =+4o00; lim ze® =0
x—+oo ¥ T—>—00
lim €=t =
x—.>0
Dérivée

La fonction exponentielle est dérivable sur R et Vo € R, (e*)' = e”
Si f(x) = e“?) avec u dérivable alors f’(z) = ' (x)e"(®).
Soit av € R

Définition 4.3.6. On appelle fonction puissance « la fonction notée x® ; définie sur R par
e — ealnx

Quelques limites

lim E—Z:+oo,a>0

T—>—+00

xi%w% =0,a>0
lim zlnx=0,a >0

r—0*

3.2.3 Fonctions logarithmes de base 10

Définition 4.3.7. Soit a € R%\{1}. La fonction log,(x) = }ﬁ—g s’appelle fonction loga-
rithme de base a.

Cas particulier Si a = 10 on dit logarithme décimal et on note log .

Remarque

Les propriétés et I’étude de log, se déduisent de celle de In car : Vx > 0, log,(z) =

L Inz

Ina’
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Chapitre 5

Polynoémes a coefficients réels ou
complexes

Contents
5.1 Deéfinitions et propriétés générales . . .. ... .. ... .. ... 44
5.2 Racines d’un polynéme . . .. ... ... ... ... 0000, 44
5.3 Décomposition d’un polynéme . . . . .. . 0. 46
5.3.1 L’ordre de multiplicité d’'une racine . . . . . . . . . ... .. ... 46
5.3.2 Décomposition d’un polynéme . . . . ... ..o 47
5.3.3 Relations entre les coefficients et les racines dans les polynomes
dedegrés2et 3. . . . . ... 49
k=R ou C

5.1 Définitions et propriétés générales

Définition 5.1.1. - Nous appelons fonction polynéme ou simplement polyndéme toute
fonction de la forme :

P:z—ap"+apn 12" ' +..4aix+ay, neN
0l Up, p_1, ..., a0 € k appelés les coefficients du polynéome P.

- Si a, # 0, n est appelé le degré du polynéme P et on écrit deg P = n.

- Le polynéme nul n’a pas de degré.

- Le terme a;z° est appelé le mondéme de degré i.

- On note I'ensemble des polynomes a coefficients dans k par k[X] et len-
semble des polynomes a coefficients dans k, de degré au plus n par k,[X].

5.2 Racines d’un polynoéme

Définition 5.2.1. Nous appelons zéro ou racine d’un polynéme P toute solution de
I’équation P(x) = 0.
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Proposition 5.2.1. Soit I un intervalle de R non réduit & un singleton et P et Q) des
polynémes. Si P(z) = Q(x), Vx € I alors P = Q.

Démonstration :

On pose R = P — @, supposons que R # 0, donc R est une fonction polynémiale de
degré n, soit a, son coefficient dominant, a,, # 0, donc Vx € I, R(”“)(:L') = a, = 0, ceci
est absurde, donc R =0, d’ou P = Q. O

Théoréme 5.2.1. Si P est un polynéme et o € k. Alors il existe un polynéme Q et une
constante r € k tels que :

P(z)=(z—a)Q(x) +r
de plus QQ et r sont uniques. Q) est appelé le quotient de la division de P par x — o et r le
reste.
Démonstration :

On pose P(z) = apx™ + ap_ 12" + ... + a1 + ag, n = deg P

Calculons le rapport : %
P(x) - Pla)  (apa™ + Un_ 12"V a1z + ag) — (@ + ap_10™" L Farja+ ag)
T — N T — o
" — o a2l —qnt Tr—
- ap———tay —————————+ .. tay
T —a T — Tr—a

= anQn—l + an—lQn_Q + ...+ a1Q0

avec
Qi=2"4ar '+ .+ e+t i=1,2,..,n—1let Qy=1
donc
P(z)=(z—a)Q(x) +r
avec
Q) = anQn-1+ an_1Qn—2+ ... + a1Qo et r = P(«).
deg@Q =degP —1=n-—1. u

Corollaire 5.2.1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) P(a) =0
(13) Il existe un polynéome Q tel que P(x) = (v — a)Q(x).
Dans ce cas on dit que x — « divise P ou bien P est divisible par x — a.

Exemple

Soit P = 2?" — 2z 4+ 1,n € N*
On a P(1) =0, donc z — 1 divse P
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Exercice :

Calculer le polynome @, le quotient de la division de P = 22" — 2z + 1 par
r—1.

5.3 Décomposition d’'un polyndéme

5.3.1 L’ordre de multiplicité d’une racine

Définition 5.3.1. On dit que le polynome Q divise le polynéme P s’il existe un polyndme
R tel que P = QR.

Théoréme 5.3.1. (Théoréme et définition) Soit P € k[X], a € k et k € N*. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) II existe un polynéme Q tel que P(z) = (z — a)*Q(z) et Q(a) # 0

(ii) (z — a)* divise P et (x — a)**! ne divise pas P.
Dans ce cas o les assertions sont vraies, on dit que o est une racine d’ordre k ou k est
l'ordre de multiplicité de la racine a.

Démonstration :
(1) = (i1)
Il existe un polynome S tel que :

Q=(r-a)S+Qa)

donc
Q(x — a)k =(z— a)kHS + Q) (x — a)k

et
P = (z- a)kHS + Q) (x — a)k
(z — a)¥[(z — @)S + Q)]

il est clair que (z — «)**! ne divise pas P.

(i1) = (i)

Soit @ tel que P = (z — a)*Q. Puisque (z — «)F! ne divise pas P, x — o ne divise pas
@, donc Q(a) # 0. O
Exemples

-P=ax’>+br+c (a,bccC,a#0)

P admet une racine double ( d’ordre 2 ) si et seulement si b> — 4ac = 0.
- Les racines de x? 4+ 2 + 1 sont toutes simples, c’est-a-dire d’ordre 1.

- P=a+a? -5z +3.

La racine 1 est d’ordre 2 et la racine —3 est simple.

Proposition 5.3.1. Soit P € k[X], a € k et k € N*. Pour que o soit une racine de P,
d’ordre k, il faut et il suffit que :

P(a)=P'(a) = ..P*Va)=0 e P®(a)#£0
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Démonstration :

Soit P un polynéme de degré n. Démontrons qu’il existe des scalaires ay,, an_1, ..., ag tels
que :

P(z) =ap+ai(z —a) + ... + ap(z — a)f + ... + ap(z — )"

Vk=0,1,...,n, P®(2)=klag+ (k+ 1) aps1(z — ) + ... + (n ﬁ!k‘)!an(l' )"k
alors "
ak = Pk:!(a),k‘:(),l,...,n
D’ou
(a ®)(a (") (q

Pa) = P@)+@-a2 Dy @m0 o)

k) (@ () (o o

= (z-)*Q(z) + R(x)
Q) = [E9) 4. 4 (& — o) H 2D

et

(v _ (k—1) a
R(z) = [P(a) + (x — oz)Pl(! )y .+ (x — a)F 1]3(?1)(!)]

donc (z — ) divise P et (x — a)¥*! ne divise pas P si et seulement si R = 0 et Q(a) # 0
c’est-a-dire si et seulement si P(a) = P'(a) =...= P* V() =0 et PH(a)#£0 O

Exemple

Soit P(x) = 2* — 5a® + 622 + 42 — 8
P(2) = P'(2) = P"(2) =0 et PG)(2) #0
donc 2 est une racine d’ordre 3.

5.3.2 Décomposition d’un polynéme

Théoréme 5.3.2. ( Théoréme de D’ALEMBERT ) (admis)
Tout polynéme, a coefficients complezes, admis une racine dans C, on dit que le corps C
est algébriquement clos.

Corollaire 5.3.1. (Décomposition dans C[X])

Soit P € C[X] de degré n, n € N*. Alors il existe des scalaires ag, o, ..., o distincts, des
entiers ko, k1, ..., k. et a € C* tels que :
ko(

P =a(z — o)k (z — o). (x — a,)kr
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Démonstration :

Soit P = ax + b un polynéome de degré 1, alors P = a(x — «), avec o = %b, donc la
propriété est vrai pour les polynomes de degré 1.

Supposons maintenant le résultat vrai pour tous les polynomes de degrés 1,2,...,n et
montrons le pour les polynémes de degré n + 1.

Soit P un polynéme de degré n + 1,d’apres le théoréeme de D’ALEM BERT, P admet
une racine ag d’ordre kg, donc il existe un polynéme @ tel que :

P =(z—ap)kQ

deg @@ < n, d’aprés ’hypothése de recurrence, il existe des scalaires aq, ao, ..., o, et des

entiers ki, ko, .., k- tels que :

Q=a(z—a)"(z—a). .(z—a)k

donc

P=a(z —ap)(z —a)" (z — az)...(z — o)

d’ou le résultat. 0

Remarque,
degP=Fky+ki+ko+..+k-=n
Lemme 5.3.1. Soit P un polynéme a coefficients réels, si z est une racine de P, alors z
est ausst une racine de P.
Preuve :

Soit P = anx™ + an_12" "t + ...+ a1 + ag & coefficients réels.

Ona,VzeC:
P(z)=0 <= P(2)=0
— ap2"+ap_ 12" 1+ . +az+a=0
= 472"+ an 12V ' 4 ... Faiz+ag
< P(z)=0
O
Remarque

2 et Z ont le méme ordre de multiplicité.

Corollaire 5.3.2. ( Décomposition dans R[X] )
Tout polynome a coefficients r2els, de degré n, n € N* se décompose d’une maniére unique
sous la forme :

1=r Jj=p
P = aH(x — ai)ki l_l(x2 + Bjx -l-’}/j)lj, a€R
i=1 7j=1
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avec les «; les racines réelles distinctes de P, les 3,7, des réels tels que ﬂJQ —4vy; <0, et
les ki, l; des entiers

Preuve :

Soit P € R[X], P se décompose, dans C[X], d’une maniére unique sous la forme :

J=p

P= af[l(:v —a;)"i H(ﬂf — a;) 1:[1(95 —a;)b

J=1

(les oy désignent les racines réelles de P et aj, a; les racines complexes de P )

i=r J=p
P = g H(g; — ai)ki H(mQ — 2Re(aj)33 + |aj|2)lj
i=1 Jj=1
i=r Jj=p
= a H($ — o)k [T + Bjz 4 ;)b

i=1 J=1

avec
Vji=1,2,..p  Bj=2Re(a;), ;= laj|*, B} —47; <0 0

Remarques

- On peut avoir r = 0 ou p = 0.
cdegP=Fki+ky+...+k +2L+b+..+1)=n
On en déduit facilement le corollaire suivant :

Corollaire 5.3.3. Tout polynome a coefficients dansk, de degré n, admet au plus n racines.

Corollaire 5.3.4. Soient P et Q deuz polynomes de k[X], de degrés n, s’ils prennent les
mémes valeurs en n + 1 points ; deux & deuz distincts de k alors P = Q.

Preuve :

On pose R=P — (@
R est un polyndéme de degré au plus n et admet n + 1 racines distinctes, donc R ne
peut étre que le polynome nul. u

5.3.3 Relations entre les coefficients et les racines dans les polynémes
de degrés 2 et 3.

Polynéme de degré 2 : Soit P = az? + bz + ¢ un polynome de degré 2 (a # 0). z1 et
o ces deux racines.

On pose s=x1+x2 et p=x1x2

On a d’autre part :

P = a(x—z1)(x — x2)

ax® — a(xy + z2)x + axi1x9

= az?—asx + ap
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D’ou :
s="2" ¢t p="<.

Application : Résoudre dans R?, les systémes d’équations :
1,1 _ 2 2 2 4,2
—+ == xy® +yx® = 17710 ¢ +y =10
(g = ¢ (2) _ (3) T —
xy = 385 T+Yy—xy=>5

Polynoéme de degré 3 : Soit P = az® + bz? + cz + d un polynome de degré 3 (a # 0).
1, X2, To ces trois racines, distinctes ou non.

Posons :
S=x1 +x2+ 23
D =21T9 + X1T3 + T2X3
q = 212273
On a
P = a(x—z1)(x—x2)(x — x2)
= azx’— a(zy + z2 + xg):v2 + a(z129 + 123 + T2x3)T — a(T1T2X3)
= ar®+ b’ +cx+d
donc

Application : Résoudre donc C?, le systéme suivant :

r+y+z2=0
zy+zz+yz=0
rzyz =1
x,7, z sont les racines de 'équation : t3 —1 =10
d’otr :
S = {(17J7§)7 (1757‘7.)7(].7.77 1)7(;7]’7 1)7 (j717j)7 (5717])}

avec

j= =L

Exercice résolu :

1. Résoudre dans R I’équation : cos 3z = %

En exprimant cos 3z en fonction de X = cosz, en déduire que les nombres
X1 =cosgy, Xo= cos%’r, X3 = cosl%’T
sont des solutions de I'équation : 8X3 —6X —1 = 0 et que, pour tout X réel, on a :

(3) 8X3 —6X — 1 =8(X — X1)(X — X2)(X — X3)
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2. Al'aide de D’égalité (3) et en développant le deuxiéme membre, déduire les valeurs
numériques de :

A = cos 9 + cos & —|— cos 13”

B = cos 9 cos & —|— cos 7g cos =21 13” + cos 13” cos 9

Ve 137
C—cosgcos g €OS =5~

Solution :

1. cos3x:%<:>3m::|:%+2k7r,k:€Z<:>m::|:g+2%k:,kez

cos3xr = cos2xcosx — sin2zsinx

(2cos®xz — 1) cosz — 2sin z cos x

(2cos?z — 1) cosx — 2(1 — cos® z) cos x

= 4dcos’z —cosz

Posons X = cosx

(Vz €R), cos3z = £ <= 4dcos®z —cosz =1 <= 8X3 - 6X - 1=0

donc z est une racine de (1) si et seulement si X est une racine de (2)

d’ou les racines de (2)
Xi=cos% (k=0), Xo=cosT (k=1), X3=rcosT (k=2)
ceci entraine :
(3) 8X3—6X—1=8(X—X1)(X — X2)(X — X3)
2. Par identification des coefficients dans ’égalité (3) on trouve :

A=0, B=-3 et C=

N[N
o[
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Chapitre 6

Développements limités

Contents
6.1 Comparaison des fonctions au voisinage d’un point . . . .. .. 52
6.2 Développements imités . . . .« . v v v v v v v v v v e e 54
6.2.1 Développements limités au voisinagede O . . . . . . . . .. ... 54
6.2.2 Développements limités au voisinagede a #0 . . . . . . . . . .. 55
6.2.3 Développements limités au voisinage de oo . . . . . . . . .. . .. 55
6.3 Calcul des développements limités . . . ... ... ........ 55
6.4 Opérations sur les développements limités . . . ... ... ... 56
6.5 Deéveloppements limités usuels au voisinagede 0 . . ... ... 58
6.6 Exemples d’utilisation de développement limité . .. ... ... 58
6.6.1 Calcul de limites . . . . . ... ... ... o, 58
6.6.2 Calcul des valeurs approchées . . . . . ... .. .. ... ..... 59

Soit f une fonction numérique. Nous avons vu que f est différentiable en un point a
8l existe un voisinage V' (a) de a et une application £ définie sur un voisinage de 0 telle

que limoa(a:) = 0, pour laquelle, pour tout z,a + x € V(a),
r—

fla+ ) = f(a) + xf'(a) + ze(x).

Donc la différentiabilité de f peut étre vu comme le fait d’approcher une fonction en

un point par une fonction polynéme (x — f(a) + zf'(a)).

Un développement limité est donc une généralisation de la différentiabilité : On cherche

a approcher f par une fonction polyndme.

6.1 Comparaison des fonctions au voisinage d’un point

Rappel

Soit xg € R, une partie V' de R est un voisinage de xg si et seulement si il

existe un intervalle ouvert I tel que xg € I C V.
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Définition 6.1.1. Soient f et g deuzx fonctions définies sur un ensemble D, contient xg,
mais pas en Tg.
e On dit que f est négligeable devant g au voisinage de xq si :

Ve > 0, 3 I intervalle ouvert contient xo tel que Nz € IND, |f(x)] < e|g(z)]

on note alors f(x) =z—z, 0(g(z)).
e On dit que f et g sont équivalentes au voisinage de xo si f(x) — g(z) =z—z, 0(g(z)) et
on écrit alors f(x) ~p_zy 9(T) ou f g g

Remarques

e Si f(x) =4z, 0(g(x)), alors lim I@) _ g
T—T0 g(z)
e Si g ne s’annule pas au voisinage de xg, sauf peut étre en xg, alors :

f(x)Nmeog(l') <~ hmM:O@ lim %:1

T—XQ g(.r) T—x0

o f(z) =g, 0(1) = wlin; f(x)=0

Exemples

- $in(2) ~go @, car lim 228 =1
z—0 T

1—
=1

-1 —cos(x) ~z—0 %, car lim —
x—0 b}

Définition 6.1.2. Soient f et g deuz fonctions définies sur [a,+oo[

- On dit que f est négligeable devant g au voisinage de +00 si :

Ve>0,3A>0:Va> A= |f(x)] <el|g(z)]

on note alors f(x) =z— 100 0(g(x)).

- On dit que f et g sont équivalentes au voisinage de +00 si f(x)—g(2) =z— 400 0(g(x))
et on écrit alors f(x) ~p—too g()

Exemples

x+2~ g0z —1

2) IE@OO ze® =0, donc e® =,_, 0(%)

3) Inz =4 o(2)

Remarque

La relation ~ n’est pas compatible avec 'addition c’est-a-dire si f1 ~z—z, g1 €t
fo ~ao—ay 92 # f1 + f2 ~e—zy g1 + g2 comme la montre exemple suivant :
on a
TH+2~p jooZ+1 et —T ~p oo —T mais 2oy 1o 1
ce pendant on a le résultat suivant :
Si fi ~p—ae g1 €6 fo ~pz, g2 alors fifa ~piz 9192 et st f ~gp_y, g alors
" ~ax—xo g",¥n € N*
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6.2 Développements limités

6.2.1 Développements limités au voisinage de 0
Dans la suite de cette partie, I désigne un intervalle de R non réduit a un singleton.

Définition 6.2.1. Soit f : I — R un application, et supposons 0 € I. Sin € N*, on
dit que f admet un développement limité (D.L) d’ordre n au voisinage de 0 s’il existe
ag, ay,...,an € R tels que, au voisinage de 0,

f(x)=ag+ a1z + ... + apx™ + o(a™)

Le polynéme ag + a1z + ... + anx™ s’appelle la partie réguliere du D.L
Exemples

-sin(z) = x 4 o(x)
-H%:l—a;—i—xQ—i—o(xQ)
- lim %z():ln(l—{—m):xjto(:c)

r—0

Propriétés et remarques

e Si f admet un développement limité d’ordre n € N*, il est unique.
e Si f admet un D.L d’ordre n, alors il existe un polynéme P,(x) et une application &
définie sur un voisinage de 0 telle que :

f(z) = Py(z) + 2™e(x) avec lim e(z) =0

r—0

donc

f(@) = Po(z) =20 o(z")

e L’ordre du D.L est l'entier n sur o(z"), et non le degré du polynome P,.
e Une fonction admet un D.L d’ordre 0 au voisinage de 0 si et seulement si elle continue
en 0. Dans ce cas :

f(z) = f(0) +o(1)

e Une fonction admet un D.L d’ordre 1 au voisinage de 0 si et seulement si elle dérivable
en 0.

¢ Si f admet un développement limité d’ordre n € N* au voisinage de 0, alors f(0) = ag ,
f est dérivable en 0 et f'(0) = a;.

e Si une fonction admet un D.L. d’ordre n au voisinage de 0 alors pour tout entier m
tel que m < n, cette fonction admet un D.L d’ordre m au voisinage de 0, en effet si

fl@)=ao+a1x+ ...+ apz™ + ... + apz™ + o(z")

alors
fx)=ag+a1x+ ... + apz™ + o(z™)
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6.2.2 Deéveloppements limités au voisinage de a # 0

Définition 6.2.2. Soit I un intervalle ouvert et a € 1. On dit f admet un D.L au voisinage
de a si et seulement si la fonction

g:t— fla+t)

admet un D.L au voisinage de 0.

Exemple f(t) = % et a=1

On a au voisinage de 0 :

fAd+wu) = =1—u+u®+o(u?)

d’ot1 au voisinage de 1, on a :

1+u

%:t—(t—1)+(t—1)2+0((t—1)2)~

6.2.3 Développements limités au voisinage de oo

Définition 6.2.3. Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme |a,+oo[
(resp.] — o0, al). On dit que f admet un D.L au voisinage de +00 (resp.—o0) si et seulement
la fonction

1
g:t— f(g)
admet un D.L au voisinage de 0
Exemple Au voisinage de oo, on a :
1 1 1 1 1
t—1 1-1 (et

6.3 Calcul des développements limités

Théoréme 6.3.1. ( Formule de Taylor-Lagrange )
Soit f : [a,b] — R une application de classe C™ sur [a,b], telle que fFY) existe sur a, b].
Alors Jc €a, b tel que :

! b—a)" n b— i n
FO) = @)+ (0= @f (@) + ot O ) 4 G ),
Démonstration :
Considérons l’application :
(25 : [a, b] —_— R
v — f(0) = f@)+ (b= ) f @)+ SO () + A
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la constante A étant choisie telle que ¢(a) = ¢(b) = 0.
Cette application est continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b[ et

b—x)"

Vz €la, b, ¢’ (x) = ! b-a)"

n!

f(n+1) (x) + A

n!
donc d’apres le théoréeme de Rolle, il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢'(¢) =0,
c’est & dire

A= 0 (e).

Remarque

- Si n = 0, on retrouve le théoréme des accroissements finis.
-Si 0 € I, on a sous les mémes hypotheéses :
Vo € 1,30 €]0,1] : f(z) = f(0) + zf'(0) + ... + Zr f(M(0) +
In+1

mf(n+1)(91').

sous cette forme, cette relation s’appelle formule de Maclaurin avec reste de
Lagrange

Corollaire 6.3.1. Si f : I — R est une fonction n fois dérivable en 0, alors f admet au
voisinage de 0 le développement limité d’ordre n suivant :

f(x) = f(0)+zf'(0)+..+ %T;f(”)(o) + o(z™)

Exemples

'f(x):ﬁzl—x-i-xQ—i—o(xQ)
‘g(l‘):\/m21+%—%x2+o(a@2)
@) = VI—w=1-3 - 5a* +o(z?)

Corollaire 6.3.2. ( Formule de Taylor-Young ) Si f : I — R est une fonction de
classe C"71. Soit a € T tel que f(”)(a) existe. Alors lorsque h — 0 on a

fla+h) = fa)+hf'(@)+ ..+ %f(”) (a) + o(h™)

6.4 Opérations sur les développements limités

Proposition 6.4.1. Soient f et g : I — R deux fonctions admettant au voisinage de 0
des développements limités d’ordre n :

f(@) = Pa(z) +o(a") et g(x) = Qu(z) + o(z")
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ot P, et Q, sont deuz fonctions polynémiales de dgré < n. Alors
e la somme f + g admet un développements limité d’ordre n donné par :

(f +9)(x) = Po(2) + Qu(z) + o(z")

o \f + pg admet un développement limité d’ordre n donné par :

((Af + pg)(x) = APy (z) + pQn(x) + o(z")

avec (A, 1) € R?,
e Le produit fg admet un développement limité d’ordre n dont la partie réguliére est
obtenue en ne gardant que les termes < n dans le produit P,Qy.

Théoréme 6.4.1. Soient f et g: I — R deux fonctions admettant au voisinage de 0 des
développements limités d’ordre n :

f(@) = Pa(z) +o(a") et g(x) = Qu(z) + o(z")

ou P, et Q, sont deuz fonctions polynémiale de dgré < n.

Si f(0) =0, la fonction go f admet le méme développement limité d’ordre n que le polynéme
Qno P, ; on obtient donc ce développement en ne conservant, dans Qn o Py, que les termes
d’ordre < n.

Exemples

e Développement de In(1 + x) a ordre 3 au voisinage de 0
Onaln(l—{—x):x_%_'_%_i_o(zﬁ)

2 23

In’(142z) = [x—?+§+0(m3)]2

= 22— 23+ o(2?)

e Développement de ™) & Pordre 3 au voisinage de 0.
: x 3 T x? x
sin(r) =2 — % +o(z’) et e’ =1+2+ 5 + % +o(z)

.2133
sin(2) = [~ "+ oa”)
= 224 o(x)
JJ,3
sin(2) = [2° +0(a®)][z — - + ofa?)]

= 234 o(a?)

d’ou :

) =14 (- T+ L+ 2 4 o(a) = 1+a+ % +0(z?)
e Développement de (1 + z)* a l'ordre 4 au voisinage de 0

(1 + x)x — emln(1+m)
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Ona:

zIn(l+z)=z— %3 + % +o(z?) et [zIn(l+2))? =2* + o(z?)
d’ou :

(1+IE)$:1—|—1‘2—§—|—%’E4—|—0($4)

Proposition 6.4.2. On suppose f dérivable au voisinage de 0, avec f ’ admettant un D.L
donné par :

f(z) = ap + a1z + ... + apz"™ + o(x™)
alors f admet un D.L d’ordre n+ 1 donné par :

“u n_ o+l + o(z"1)

24+ +

f@) = £(0) +avw + e

Exemple On a : 1J1rx =1—a+22+o(z?) et [In(l1+2)) = H%
2 3
alors In(1 +z) =2z — & + % + o(z?)
6.5 Développements limités usuels au voisinage de 0

La formule de T'aylor — Y oung permet d’obtenir facilement les développements limités
suivants, lorsque x — 0.

- sin(z) = o = 51 + o+ (1P EE gy + oa®
ccos(x) =1— é—? + ...+ (=1)P é;’;! + 0(x2p+1)

3
- tan(z) ::L’+%2+%x5t0(x6)
et =1+x+ 5+ + 75 +oz")
In(1 + ) :x—%—f—...%—(—}l)”_l%—f—o(:c”)
In(l—2)=—2—-35 —...— % +o(z")
‘p%x:l—a:+:z2+...+(—1)”:c”+o(x”)

VItr=1+2 Lo+ (—1)”*1%.& + o(z")

. \/1—x:1—%—ixQ—i—...—%x”%—o(m”)
Vo eR,(1+2) =1+ &g+ 2alp2y 4 oleh.andl)n y(gn)

2! n!

6.6 Exemples d’utilisation de développement limité

6.6.1 Calcul de limites

: 1 1
. —_— — —
xh_H}O [ z2  sin?(x) ]
3
D1 1 __ (sinz—2z)(z+sinz) o %2z
On a: x? sin?(x) ~ z2sin? x4
d’ou :
3
1 1 . 6 2z 1
m [72 T 2N T li 1z a9
01 sin®(x) —0 T 3
. sinxz_ tanx
e lim & £

P o sin r—tanx
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. 5 ‘ ,

Ona:em® —etn® = _Z° 4 o(z%) et sinz—tanz = —% + o(z?)
ol : lim €nf—eth

d’ou .tho e = 1

. arccos(1—x)
¢ zlin(] \/5
Posons y = arccos(1 — z).

On a1 —x = cosy, donc = 1 — cosy, = 2sin*(4), d’ou sin(¥) = /% et finalement

y = 2arcsin /3 «~ 2,/3 =2/x

donc xh;no % =2

6.6.2 Calcul des valeurs approchées

eOna(l1+x)?2=1+2z+2?
Le nombre 1+ 2z est une valeur approchée par défaut de (1+ )2, incertitude est 2.
Si |z| < 107! I'incertitude est inférieure & 1072, Nous écrivons donc

(1+z)% =1+ 22

oOna\/l—l—x:l—i—%—%ﬁ—i—o(ﬁ) et V1+z <1+ 7§
Le nombre 1 + 5 est une valeur approchée par exces de V1 + z.

Donc T
\/1+x:1+§

De méme on a, pour x trés petit :

! 1 ! 1-2 !
2l-2, ——0=l-21,
1+ (1+x)2

Exemples

2 _ 1
01,012 =1+ 55 = 1.02

0\/>—\/100 3—10\/1—3102m10(1—1510 H=10-0,15=9,85

2(1 -8.107%) = 1072 — 8.107% = 0,009992.

\/10016 10\/1+16 10—4 — =107
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