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PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Définitions et notations

Pour n € N, on pose :

oy
" @2n+3)2n+ 1)

Pour (z,t) € [0,1]2, on pose :

2
K(z,t)=—siz>t, K(z,t)=K(t,z)sit >z et K(z,2) = .
x

On désigne par C([0,1]) ensemble des fonctions continues de [0, 1] vers R. Pour f € C([0,1]) on pose :

1
Tf : [0,1] R, :,;H/O K (2, 0)f(t) dt.

On notera en général de la méme fagon une fonction et une de ses restrictions & un sous intervalle de son
intervalle de définition maximum.

Partie I
oo
3
1. Vérifier que = — Z upz®™ T2 définit une fonction G sur R, de classe C.
n=0

3
2. Exprimer pour z € Ry , 2G'(z) + §G(a:) a Paide de fonctions usuelles simples.

Partie II
1. (a) Pour f € C([0,1]), préciser T'f(0) et montrer la continuité de T'f en 0.
(b) Montrer que f — T'f définit un endomorphisme T" de C([0, 1]).
2. T est-il surjectif?
3. Soit f € C([0,1]). On pose F =Tf.
(a) Montrer que pour tout x €]0,1] on a :

F(x)—l/othf(t) dt+x2/ @dt.

x

(b) Montrer que F est de classe C' sur [0,1]. Calculer F(0) et F'(0). Etablir une relation entre /(1)
et F'(1).

(c) Montrer que F est de classe C? sur |0, 1] et vérifie sur ]0, 1] ’équation différentielle

2
y' — —y=-3f.
X



4. On considere I’équation différentielle

(a)
(b)
()

(Fo) : 2*y" —2y =0.

Trouver les solutions de (Ep) sur ]0,1] de la forme z +— 2}, \ € Z.
En déduire Pensemble des solutions de (Ejy) sur 'intervalle ]0, 1].

En déduire que pour tout f € C([0,1]), T'f est la seule solution sur |0, 1] de I’équation différentielle

2
y'— Sy=-3f
X

vérifiant lirr%) y(z) =0et y'(1) +y(1) = 0.

x>0

5. On dira qu’un réel \ est valeur propre de T s’il existe f € C([0,1]) tel que Tf = Af et f # 0. Dans ce
cas, on dira que f est un vecteur propre de T associé a .

Montrer que A est une valeur propre non nulle de T si et seulement s’il existe une solution non nulle
sur ]0,1] de I’équation différentielle

A2y + (322 — 2\)y =0

vérifiant 1imo y(x) =0et y'(1) +y(1) =0.

x>0

Partie 111

Soit A € R™. On considére I’équation différentielle

(Ey) = Mx*y” + (32° —2\)y = 0.

1. Montrer qu'il existe une et une seule solution fy de (F)) sur R développable en série entiere au voisinage
de 0 telle que

fialx) ¥ 2.

2. Donner K, € R* tel que

Vr € Ry, faz) = Kxvz G (\/g x) .

Justifier Pexistence de a > 0 tel que f ne s’annule pas sur 'intervalle ]0, a).

Soit y une solution de (Ey) sur J0,1]. On pose z = +. Donner une équation différentielle du
premier ordre vérifiée par z’.

S

En déduire qu'il existe une solution gy de (F)) sur ]0,1] telle g (z) ¥

4. Une telle solution gy étant choisie.

Montrer que la famille (fx, gx) d’éléments de C(]0, 1]) est libre.
Décrire alors I’ensemble ) des solutions sur ]0, 1] de I’équation différentielle (E)).

Montrer que les solutions de (E) sur |0, 1] qui tendent vers 0 quand z tend vers 0 sont exactement
les éléments de Vect(fy).

. » 3
Montrer que toute valeur propre strictement positive de T est de la forme A\ = 722 pour un
™
certain k € N*.
Montrer que pour tout k € N*, Ay est effectivement valeur propre de T.

Donner les vecteurs propres associés & la valeur propre A, k € N*.



Partie IV

On considere I'espace préhilbertien E = C([0,1]) muni du produit scalaire (f, g) fo ) dx pour f et
g dans E. On notera [|.|| la norme associée a ce produit scalaire. (On ne demande pas de redemontrer que
Pon a bien défini un produit scalaire).

Pour tout k¥ € N* on pose by, : [0,1] —» R, z+— /z G(krz) et ), = ”—Zﬁ

1. Montrer que Y(f,g) € E?, (Tf,q9) = (f,Tg).

2. (a) Calculer Thy pour tout k € N*.

(b) Montrer que la famille (), .\ est une famille orthonormée de E.
3. (a) Développer en série de Fourier la fonction f : R +— R, 2m-périodique, définie sur [—m, 7] par
2
x
fl@)=1-—.
(b) En déduire
K+ 90
k=1
+oo

(c) Calculer / / K?(z,t) dadt et comparer le résultat avec Z)\%
k=1

4. Pour tout z € [0, 1], on note K, : [0,1] — R, ¢t — K(z,t). Pour tout N € N*, soit Ky , la projection
orthogonale de K, sur Vect(¢1,...,9N)-

(a) Donner l'expression de Ky ,.
1
(b) Etablir lim / | Ky — Ky 2| dz = 0.
N—+o00 0
(c) Soit f € E et F'=Tf. Montrer que
lim ||F - Z k) orll” =

N——+oco

(On remarquera que Vx € [0,1], F(z) = (K, f).)

FIN DE L’EPREUVE



