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Premiere Partie

1. Ona:

1.
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ce qui montre que le rayon de convergence de la série entiere > u, X™ est égal & +oo.
On en déduit que celui de la série entiere > u,x%" est égal A +00. G apparait donc comme le produit

de cette série entiere par la fonction z — 22 qui est de classe C' sur RY.
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Deuxiéme Partie

(a) Vt € [0,1], K(0,t) = 0. On en déduit que T f(0) = 0. On a par ailleurs :

vz €0,1] | Tf(x):/:K(x,t)f(t)dt—i—/ K(x,t)f(t)dt:l/ox t2f(t)dt+x2/ @dt ().

x
Cela donne la majoration :
1 (" Lat 3
Vz €]0,1], |Tf(z)| < ||flls {—x/ t2dt+x2/ —] = |flloo {:c_ £C21HSC] .
xz 0 z t 3

On en déduit la continuité de T'f en x = 0.

(b) La linéarité de l'opérateur T' découle de la linéarité de l'intégrale. Par ailleurs (x) montre, pour
tout f € C([0, 1]), la continuité de T'f sur ]0, 1]. Enfin grace au 1.(a): Vf € C([0,1]),Tf € C([0,1]).
En conclusion T est bien un endomorphisme de C([0,1]).



2. T n’est pas surjectif : la question 1.(a) a montré que pour tout f € C([0,1]), Tf(0) = 0 ; or une
fonction de C([0, 1]) ne s’annule pas nécessairement & l'origine.

3. (a) On a déja montré ce résultat a la question 1.(a).
(b) (x) montre sans difficulté que F' est de classe C* sur ]0,1]. On obtient précisément :

T 1
vz €]0,1], F'(z) = f% t2 f(t)dt + Qz/ @dt (xx)
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D’ou la majoration :

22
vz €]0,1] , |F'(z)] < || flloo {? —2xlnx] )

On en déduit que 1im+F '(z) = 0, puis classiquement par le théoréme de “prolongement C'” |

x—0

que F est de classe C! sur [0, 1] avec F'(0) = 0.
(%) et (xx) montrent que F(1)+ F'(1) =0.

(c¢) En dérivant (x*) il vient :

vz €]0,1], F'(x) = %/Ox t2f(t)dt+2/ @dtf 3f(x) .

On en déduit grace a (x) :

vz €]0,1], F"(z) = 2 F /Ox t2f(t)dt+x2/ @dt] —3f(z) = %F(z) —3f(x) .

x? |z
4. (a) Exprimons que z — z* est solution de (Ep) :
vz €]0,1] , A\ — Da2aP—DO=D _gpx — ;2 [A(A — 1232 o] =9,
La seule possibilité est A = 2.

(b) z + 2% ne s’annulant pas sur ]0, 1], cherchons une autre solution sous la forme y = 222. On est

alors ramené a résoudre :
Z=2 e xZ2'4+4Z=0.
Cste

Cste
On obtient : Z = —— =12’ , puis z = —— + Cste.
x x

Une solution de (FEp) indépendante de = +— 22 est par exemple : x> —.
x

Toute solution de (Ejy) sur ]0,1] s’écrit alors sous la forme :
_ o B
ylx) =ax*+ = ol aet FER.
T

(c) D’apres ce qui précede, f étant donnée, T'f est bien solution du probléme posé. Il s’agit donc de
montrer que c’est la seule. Supposons pour cela que F et G soient solutions. Alors F — G est
solution de (Ejp) et en conséquence il existe a et 8 € R tels que :

F(l‘)*G(:C):a:Lerg.

Le fait que lir&F(z) — G(z) = 0 implique que B = 0. 1l vient alors F(z) — G(z) = az?, puis

F(1)-G(1)+ F'(1) — G'(1) = a + 2a = 0 entraine que o = 0. Finalement F' = G.



5. Soit A une valeur propre non nulle de T et f un vecteur propre associé. T f = Af est alors solution du
probleme énoncé a la question 4.(c). En particulier :

v €l01], AF" () — 5 AF() = 3 (2)

Ce qui donne :
vz €]0,1], A\x®f"(z) + (32® — 2)) f(z) = 0.

Les autres conditions du probleme, étant vérifiées par Af, le sont par f.

Réciproquement, on montre par un calcul similaire que si f est une solution non identiquement nulle
du probléme posé dans cette question (A # 0) , Af est solution de celui posé a la question 4.(c) : T'f
étant 'unique solution de ce probleme, on obtient : Tf = Af avec f # 0. Ce qui montre que f est
valeur propre de T associé a la valeur propre \.

Troisieme Partie.

l.et 2. Exprimons donc qu’une série entiere Y a,z™ est solution de (Ey) sur | — R, B[ :

Vz €] — R, R[, \z? Z n(n — 1a,z" 2 + 322 Z anx™ — 2\ Z anx”

n>2 n>0 n>0

= =2\ ao + a1z) + Z An(n —1) — 2]apz™ + 3 Z ap—_2x"

n>2 n>2
= —2X\(ao + a1z) + Z A(n+1)(n—2)a, +3ap_2]z" =0.
n>2
Cela exige que ag = a; = 0. On en déduit que tous les coefficients de rang impair sont nuls. Par
ailleurs ao peut étre choisi arbitrairement et I'on a :
-3
A(2n+1)(2n —2)

Yn>2, az, = a2n—2 ,

d’ou 'on tire :
3”

120+ 1)(2n — 1)1

Vn>1, ag, = (—1)"""
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La condition fy(x) ~ z? au voisinage de zéro est vérifiée pour as = 1. La seule série entiere qui répond

a la question est alors :
_ (=1)r—t3r on _ (=13t 2n+2
fA(:E)7;)\"—1(2714—1)(271—1)!% *;An(2n+3)(2n+1)!

On vérifie sans difficulté que son rayon de convergence est égal a +o0.

On obtient ensuite :

2n+3
_ (=13t 2mt3 1,3 (=)™ 3 :
veeR, f/\(x)_\/%ngo A”(2n+3)(2n+1)!x = Vasi Z (2n+3)(2n + 1)! <\/;x> ’

n>0

Alx)=B\)1vz @ (\/%:n) .

c’est a dire :



(a)
(b)

2

Cela découle directement de fy(x) ~ 2# au voisinage de zéro.

Classiquement on cherche une solution de (E)) sur ]0,a] sous la forme y = fyz ; un calcul sans
difficulté montre que Z = 2’ est solution de :

272+ fnZ' =0.

) Cste . * Cste
On obtient alors : Z = 2/ = ——, puis y(z) = fa(x). Q—tdt.
A T fA ( )
1
La fonction positive ¢ — fQ—(t) n’étant pas intégrable sur ]0, ], on obtient par “ intégration
A
des relation de comparaison” , au voisinage de zéro :
*dt Cste
y(r) ~ 22| — ~ .

. x

Ceci montre qu’il existe une solution yy de (E)) sur ]0,a] vérifiant au voisinage de zéro :

ya(w) ~

8|~

322 — 2)\
Les solutions maximales de I’équation différentielle \y” + I72y = 0 sont définies sur ]0, +00]
x

ou sur | — 00, 0[. Le résultat d’existence et d’unicité de telles solutions montre que yy se prolonge
de fagon unique en une solution sur ]0, +oo[ de (E). En particulier il existe une solution gy sur
10, 1] qui prolonge .

Les équivalents respectifs de f) et g, au voisinage de zéro montrent que ces deux fonctions ne
peuvent étre colinéaires.

Toute solution de (Ey) sur ]0, 1] s’écrit sous la forme :
afs+Bgx,  avec (a,f) €R”.

Soit h = afx + Bgx. La condition lim h(z) = 0 exige clairement 5 = 0. Réciproquement ...

z—0*t

Utilisons la caractérisation de la question II-5. : soit A une valeur propre non nulle de T ; il
existe alors une solution non identiquement nulle de (Ey) sur ]0, 1] qui tend vers zéro & l'origine.
D’apres la question 4.(c), cette solution est proportionnelle & fy.

o (y3:) + e (5]
o(03) so(3) i (V)]
Ge(B) i (B)]-m () (R) -

A est donc nécessairement de la forme :
3 "
A:—Qz)\k avec ke N™ .

k27

f(z) = Ky

donne :

A1)+ fa(1) = Ky

- K,




(b) Le calcul effectué dans la question précédente montre que si A = Mg, fa,, qui est solution de (E}, ),

vérifie bien les conditions requises (cf. question II-5) ... : Ay est valeur propre de T, pour tout
k € N*.

(c) Le sous-espace propre associé & la valeur propre \; est d’apres ce qui précéde Vect(fy, ).

Quatrieme Partie

1. On obtient sans difficulté :

W(f9) € E, (Tf,g)= (f,Tg) = / /[ ey K@@y

2. (a) Ona:
3 3\ 3 3
f,\k(x) = K)\k\/.; G )\—kx = K)\k\/E G(k‘ﬂ'm) = (3)\k) hk(I) = th(-ﬁ) .
T2
D’ou : 3
Thy = A\ hy, = th .

(b) 1l vient pour k et m € N* distincts :
(Thk; hm) = )\k(hk7 hm) = (hk; Thm) = )\m(hk; hm)
qui montre que la famille (hy), .+ est orthogonale.

On en déduit que la famille (@), cN* est orthonormale.

3. (a) La fonction f est 27 périodique, continue , C* par morceaux et paire : le théoreme de Dirichlet
permet d’affirmer que f est la somme de sa série de Fourier.

On a: o 7 A
== tydt = =
w(h) == [ 5o =3
et
2 [T -2 (7 -2 =2 [T 4 (1"t
Vn>1, an(f):—/ f(t)cosntdt:—g/ t2cosntdt:—3~— tsinntdt:T~L
™ Jo e 0 s n 0 mn n
On obtient finalement :
2 ( )nfl
VtGR,f():§+FZ 3 cosnt .
n>1
(b) Parseval donne :
1 (™ ., 8 ap(f)* 1 s 4 8 1
- Hdt = — = - S D
7T/o Fdt =15 4 +2n>1“"(f) ot Lo
D’ou :
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(c)

Un calcul direct donne :

4 1 3
1
//KQ:ctd:cdt / /—dt+/ Lat d:c:/ oot )de=—.
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Par ailleurs : .
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k>1 E>1

On observera que pour tout x € [0, 1], K, € C([0,1]). On a :

N N N
Kna=) (P4, K, (/ K (x,t)®(t t> O = Thi(x) B = » _ \Pi(z)
k=1 k=1 k=1 k=1
Il vient :
1Ko — Enal® = 1K) — | Knol?
1 N
= / K2z, t)dt — > A@7 ()
0 k=1
Puis :

N 1
/HK — Ky dxf//Kthd:cdt >N / 2 (2) d:cf/ / K2xtd:cdt—2)\2
k=1 0

D’apres ce qui précede, cette quantité admet pour limite zéro quand N tend vers +oo.
On a donc :

VIL'E[O ]. / K (Kxaf):(KN,xaf)‘i’(Kx*KN,xaf)

et
((I)kaF) - ((I)kan) = (Tq)kaf) = )\k(cpkaf)

qui entrainent pour N € N* :

N N
Vl'e 0 ]. Z q)]g, (x):Z)\k@k( q)k; Z q)ka )+(Ka:7KN,zaf)7
k=1 k= k=1
d’ou
N 1 N 2
IF = (@, P&y :/ ( =Y (@, F ) dx
k=1 k=1

< HfHQ-/O 15, — Ko o|d

La question précédente montre alors que :

N
1 2 =
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