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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats de la filiere MP,
comporte 5 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des
raisonnements constitueront des éléments importants pour 'appréciation des copies. 1l convient en particulier

de rappeler avec précision les | références | des questions abordées.

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le
signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.

Diverses démonstrations du théoreme fondamental de 1’algebre

Le théoreme de d’Alembert-Gauss appelé aussi théoreme fondamental de 1'algebre affirme que
“tout polynéme non constant a coefficients complexes admet au moins une racine complexe”.

L’objectif de ce probleme est d’établir ce résultat fondamental par des méthodes analytiques et
une méthode faisant appel a des techniques d’algebre linéaire.

Les deux parties du probléme sont indépendantes.

PREMIERE PARTIE : METHODES ANALYTIQUES

A. Résultats préliminaires

d
Soit P un polynéme a coefficients complexes s’écrivant P = Z axX*avecd > 1etay # 0.
k=0
1. (a) Montrer que |P(z)| . ~ |agl|z|%, la variable z étant complexe.
z|—-+o00

(b) En déduire qu'il existe R > 0 tels que, pour tout z € C,
1
|2l > R = Slaall2|" < [P(2)] < 2Jadl|2|"

2. (a) Justifier que 'application z — |P(z)| est bornée sur tout disque fermé borné de C et y
atteint sa borne inférieure.

(b) Montrer alors que l’application z +—— |P(z)| est minorée sur C et atteint sa borne
inférieure. On pourra appliquer la question précédente sur un disque bien choisi .

B. Premiere méthode analytique

1. Soient b un complexe non nul et () un polyndéme a coefficients complexes tel que Q(0) = 0; on
pose Q1 =1+ bX* + X*Q, k € N*. Soit enfin « une racine k-iéme de —%.

1

(a) Montrer qu'il existe to €]0, 1] tel que [o*Q(ato)] < 3.

(b) Un tel ¢( étant choisi; montrer que |Q;(aty)| < 1.

2. Inégalité d’Argand : Soient P un polyndme non constant a coefficients complexes, et v un
nombre complexe tel que P(y) # 0. Montrer qu’il existe §, complexe tel que |P(d)| < |P(v)|.
On pourra considérer le polynome @ tel que Q1(z) = %, zeC.

3. Application : Soit P un polyndme non constant a coefficients complexes; on note zp un
complexe ou l'application z —— |P(z)| atteint sa valeur minimale. Montrer que 2y est un
zéro du polyndéme P.
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C. Deuxiéme méthode analytique

Soit P un polynome non constant a coefficients complexes ; on va montrer par 1’absurde que P
posséde au moins une racine dans C. Supposons le contraire et considérons la fonction f, a valeurs

complexes, définie sur R? par
1

(r,0) — f(r,0) = W.

1. Justifier que f est de classe C! sur R? et calculer ses dérivées partielles premiéres.

27 d@
F0= [ ey

(a) Justifier que F' est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

2. Pour tout réel r, on pose

(b) Montrer que F' tend vers 0 en +oc. On pourra utiliser les préliminaires.

(c) Calculer F(0) et trouver une contradiction puis conclure.

DEUXIEME PARTIE : METHODE ALGEBRIQUE

Dans toute cette partie, K désigne le corps des réels ou celui des complexes (K = R ou C) et n un
entier naturel non nul. On note M,,(K) l'algebre des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans
K ; la matrice identité se notera I,,.

Pour toute matrice A de M,,(K), tA désigne la matrice transposée de A, Tr (A) sa trace, x4 son
polyndme caractéristique et Spy (A) 'ensemble des valeurs propres de A appartenant a K.

Si A = (ary) € My(C), on appelle matrice conjuguée de A et on note 4, la matrice de M,,(C)
dont le coefficient de la k-iéme ligne et la /-iéme colonne est égal au conjugué a; , du complexe ay ¢,
pour tout couple (k, () d’éléments de {1,...,n}.

Pour tout couple (k, /) d’éléments de {1,...,n}, on note E}, ; la matrice de M,,(K) dont tous les
coefficients sont nuls sauf celui de la k-ieme ligne et la /-ieme colonne valant 1; on rappelle que la

famille (Ej ) L<kr<n, €St une base de M,,(K), dite base canonique.

On rappelle ici que 'objectif de cette partie aussi est d’établir le théoreme fondamental de
I'algebre et il ne sera donc pas possible de I'utiliser; on a tout de méme le résultat élémentaire
selon lequel “ tout polynome du second degré a coefficients complexes se factorise sur C ”.

A. Premiers résultats

1. (a) Montrer que tout polynome a coefficient réels de degré impair possede au moins une
racine réelle. On pourra utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires.

(b) En déduire que tout endomorphisme d’un espace vectoriel réel de dimension impaire
posseéde au moins une valeur propre.

(c) Application : Existe-t-il une matrice A € M3(R) telle que A2 + A+ I3 =07

2. Soit £ un K -espace vectoriel de dimension finie n > 1, et soient u et v deux endomorphismes
de E qui commutent.

(a) Montrer que pour tout A € K, les sous-espaces vectoriels Ker (u — Aidg) et Im (u — Xidg)
sont stables par u et v.

(b) Montrer que si K = R et n impair et distinct de 1 alors E possede au moins un sous-
espace vectoriel strict de dimension impaire, et stable par les endomorphismes u et v.
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3. Montrer par récurrence sur la dimension que deux endomorphismes commutables d"un espace
vectoriel réel de dimension impaire possédent au moins un vecteur propre commun.

B. Endomorphismes d’un C -espace vectoriel de dimension impaire

2:

On note i un complexe tel que i = —1 et F le sous-ensemble de M,,(C) défini par

F={M e M,(C); 'M=DM}.
On suppose de plus que n est impair.
1. Montrer que F est un espace vectoriel réel.

2. Vérifier que la famille constituée des éléments 1 1,...,Ey, n, Ex ¢ + Eog, i(Epe — E ) avec
(k,0) € {1,...,n}? et k < {, est une base de F ; quelle est alors la dimension de F ? quelle est
sa parité ?

3. Soit A une matrice de M,,(C) ; on considere les deux applications u et v définies sur F par

_ 1

(M) 2

(AM + M'A), (M) (AM — M *A).

_ !
S 2
(a) Montrer que u et v sont des endomorphismes de F.

(b) Vérifier que u et v commutent puis justifier qu’ils possedent au moins un vecteur propre
commun.

(c) On note M, € F un vecteur propre commun aux endomorphismes u et v et on suppose
que u(Mp) = XMy et que v(My) = uMo, (\, p) € R,
Exprimer la matrice AM, en fonction de la matrice M, et montrer soigneusement que
A + ip est une valeur propre de la matrice A.

4. (a) Justifier que tout endomorphisme d’un espace vectoriel complexe de dimension impaire
possede au moins une valeur propre.

(b) Montrer par récurrence sur la dimension que deux endomorphismes commutables d'un
espace vectoriel complexe de dimension impaire possedent au moins un vecteur propre
commun.

C. Etude du cas général

On sait que tout entier naturel non nul n s’écrit de maniére unique sous la forme n = 2¥p ou

k € N et p est un entier naturel impair.

On considere la propriété Pj, suivante :

Pour tout entier naturel impair p, et tout espace vectoriel complexe E de dimension 2Fp :
(i) tout endomorphisme de E possede au moins une valeur propre ;
(ii) deux endomorphismes commutables de E possedent au moins un vecteur propre commun.

On se propose de montrer cette propriété par récurrence sur l’entier naturel k.

La propriété Py vient d’étre établie dans la section précédente. Soit donc k£ € N* et supposons

la propriété P, vraie pour tout entier naturel ¢ < k; soit p un entier naturel impair et E un espace
vectoriel complexe de dimension 2¥p .

C.I Ftude de I'assertion (i) de Py

Soit f un endomorphisme de E ; on note A la matrice de f dans une base quelconque de E et on

considere le sous-espace vectoriel , noté G, de M,,(C) défini par

G={MecM,(C);M=—-M>}.
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1. Préciser la dimension du C -espace vectoriel G.

2. On considére les deux applications u et v définies sur G par
u(M) = (AM + M 'A), v(M) =AM 'A.

(a) Vérifier que u et v sont des endomorphismes de G et que u et v commutent.
(b) Justifier soigneusement que les endomorphismes u et v possédent au moins un vecteur
propre commun.
(c) On note Ny € G un vecteur propre commun aux endomorphismes u et v et on suppose
que u(Ny) = AN et que v(No) = pNo, (A, 1) € C2.
i. Veérifier que (A% — AA + ul,)No = 0.
Dans la suite, on notera W un vecteur colonne non nul de la matrice Ny et on
désignera par a et 3 les racines complexes du polyndme du second degré X2 —\X + .
ii. Vérifier que (A — ol,)(A — BL,)W =0
iii. Justifier alors que o ou 3 est valeur propre de A et conclure .

C.IL Etude de 'assertion (ii) de P;,

Soient f et g deux endomorphismes commutables de E ; on cherche a montrer que f et g ont au
moins un vecteur propre commun.

1. Si f est une homothétie de E, justifier que f et g ont au moins un vecteur propre commun.

2. Si f n’est pas une homothétie de £, soit A une valeur propre de f. On sait que les sous-espaces
vectoriels F; = Ker (f — Aidg) et F5 = Im (f — Midg) sont stables par f et g.

(a) Sila dimension de I'un des sous-espaces vectoriels F; ou F, s’écrit 2lgavec ! < ketq
impair, comment peut-on conclure ?

(b) Sinon, c’est que 1'un de ces deux sous-espaces vectoriels est de dimension 2¥q o1 ¢ est
impair et 'autre de dimension 2*r avec r pair.
Justifier alors que ¢ < p et indiquer comment on pourrait montrer que les endomor-
phismes f et g ont au moins un vecteur propre commun.

D. Retour au théoreme fondamental de 1’algebre
n—1
Soit P = X" — Z ax X"* un polyndme unitaire de degré n a coefficients complexes ; on note f

k=0
I'endomorphisme du C -espace vectoriel C" canoniquement associée a la matrice

0 0 0 ag

1 0 0 al
A=10

: .1 0 ap_o

0 -+ 0 1 ap

1. Calculer le polyndme caractéristique de la matrice A.
2. Justifier alors que le polyndme P possede au moins une racines complexe.

3. Montrer le théoréme fondamental de 1’algebre.

FIN DE L’EPREUVE
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