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EXERCICE :

1. On a 31 ≡ 3[11], 32 ≡ 9[11], 33 ≡ 5[11], 34 ≡ 4[11] et 35 ≡ 1[11], donc p = 5.

2. On a 2012 = 5× 42 + 2, donc :

3n+212 − 9× 52n ≡ 3n × 35×42+2 − 9× 52n

≡ 3n × 32 − 9× 52n

≡ 9× 3n − 9× (52)n

≡ 9× 3n − 9× 3n ≡ 0[11].

Donc 3n+212 − 9× 52n est divisible par 11.

PROBLÈME :

PARTI I. ÉTUDE DU CAS n = 2

1. Pour tout (λ, µ) ∈ IR2 et M,N de Mn(IR), on a :

ϕA(λM + µN) = A(λM + µN)− (λM + µN)A

= λ(AM −MA) + µ(AN −NA)

= λϕA(M) + µϕA(N).

Donc ϕA est bien linéaire, de plus, ϕ(I2) = ϕA(A) = 0, c’est à direI2 et A sont dans kerϕA.

2. Les calculs montrent que :














ϕA(E11) = cE21 − bE12

ϕA(E12) = −cE11 + (a− d)E12 + cE22

ϕA(E21) = bE11 + (d− a)E21 − bE22

ϕA(E22) = bE12 − cE21

D’où la matrice de ϕA dans la base canonique (E11, E12, E21, E22) de M2(IR) :








0 −c b 0
−b a− d 0 b

c 0 d− a −c

0 c −b 0









.
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3. Le polynôme caractéristique de ϕA est donné par :

χϕA
(X) = X2(X2 − (d− a)2 − 4bc).

4. Si (d−a)2+4bc > 0, on aura trois valeurs propres, 0 valeur propre double et les autres sont simples
et comme Vect(I2, A) ⊂ E0 ( E0 le sous-espace propre associé à 0 ) et A 6= λI2, alors dimE0 = 2 est
donc ϕA est diagonalisable.
Inversement, si ϕA est digonalisable, alors nécessairement le polynôme caractéristique de ϕA ad-
mettra des racines réelles autres que 0, sinon A = 0, et donc (d− a)2 + 4bc > 0.

5. Le polynôme caractéristique de A est X2 − (a+ d)X +ad− bc. La matrice A étant différente de λI2,
donc A est diagonalisable si et seulement si l’equation X2 − (a + d)X + ad − bc = 0 admet deux
racines réelles et distinctes, c’est à dire si et seulement si (a+ d)2 − 4(ad− bc) = (d− a)2 +4bc > 0
et ceci est équivalent à dire que ϕA est diagonalisable ( la question 4. ).

PARTIE II. ÉTUDE DU CAS GÉNÉRAL

6. (a) Écrivons D sous la forme D =

n
∑

l=1

λlEll, donc

DEij − EijD =
n
∑

l=1

λlEllEij −
n
∑

l=1

λlEijEll

=
n
∑

l=1

λlδliElj −
n
∑

l=1

λlδjlEil

= λiEij − λjEij = (λi − λj)Eij .

(b) On a, pour tout couple (i, j) :

ϕA(Bij) = ABij −BijA

= APEijP
−1 − PEijP

−1A

= PDEijP
−1 − PEijDP−1

= P (DEij − EijD)P−1 = (λ− λj)Bij .

(c) Les Bij forment une famille de n2 vecteurs propres de ϕA, de plus, la famille (Bij)1≤i,j≤n est

libre, en effet si
∑

1≤i,j≤n

αijBij = 0, alors nécessairement
∑

1≤i,j≤n

αijEij = 0, et comme la famille

(Eij)1≤i,j≤n est libre ( base canonique de Mn(IR) ), il est de même pour la famille (Bij)1≤i,j≤n,
en conclusion ϕA est diagonalisable.

7. (a) i. Le polynôme caractéristique de ϕA est invariant par la passage de IR à C, donc les va-
leurs de ϕA, considéré comme un endomorphisme de Mn(C), sont les mêmes que de ϕA,
considéré comme un endomorphisme de Mn(IR), c’est à dire elles sont réelles.

ii. A et tA ont le même polynôme caractéristique, et comme les valeurs propres d’une ma-
trice sont les racines de son polynôme caractéristique, alors A et tA ont les mêmes valeurs
propres.

iii. On a ϕA(X
tY ) = AXtY −XtY A = zXtY −Xt(tAY ) = zXtY −XztY = (z − z)XtY , et

comme XtY 6= 0, z − z est une valeur propre de ϕA.
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(b) Soit z ∈ C une valeur propre de A ( z existe, car le polynôme caractéristique de A est scindé ),
la question (a) montre que z − z = 2i Im(z) est une valeur propre de ϕA, qui doit étre réelle,
donc 2i Im(z) = 0, c’est à dire z est réelle.

(c) On a, pour tout (i, j), ϕA(Pij)X = λijPijX ou encore APijX − PijAX = λijPijX, donc
APijX = (λ+ λij)PijX, il suffit de prendre µij = λ+ λij.

(d) Considérons l’application linéaire suivante :

Ψ : Mn(IR) −→ Mn,1(IR)
M 7−→ MX

Montrons que cette application est surjective, en effet, considérons un Y ∈ Mn,1(IR) :
• Si Y = 0, on prend M = 0 ;

• Si Y 6= 0, on complète X et Y pour avoir deux bases B et B′ de Mn,1(IR) qui commencent
par X et Y , et soit v l’application linéaire qui transforme B en B′ et M la matrice canoni-
quement associée à v, donc on a bien Y = MX.

La famille (Pi,j)1≤i,j≤n est une base de Mn(IR), donc son image par Ψ est génératrice de
ImΨ = Mn,1(IR) car Ψ est surjective, ainsi (Pi,jX)1≤i,j≤n est une famille génératrice de Mn,1(IR)
formée par des vecteurs propres de A, de la quelle on peut extraire une base de Mn(IR), donc
A est diagonalisable.

PARTIE III : ÉTUDE DES VECTEURS PROPRES DE ϕA ASSOCIÉS À LA VALEUR PROPRE 0

8. Il est clair que ϕA(A
k) = 0 pour tout k ∈ IN, donc Vect(I,A, ..., Am−1) ⊂ IR[A]. Soit maintenant P

un polynôme de IR[X], alors il existe Q et R des polynômes tels que :

P = QπA +R

avec R = 0 ou degR < m. Donc P (A) = R(A) ∈ Vect(I,A, ..., Am−1), d’où l’égalité.

Soit α1, α2, ..., α3 des scalaires tels que
m−1
∑

i=0

αiA
i = 0, si l’un des αi est non nul, le polynôme

m−1
∑

i=0

αiX
i contredit la définition du polynôme minimal de A, donc nécessairement α0 = α1 =

... = αm−1 = 0 et donc la famille (I,A, ..., Am−1) est base de IR[A]

9. Il est clair que, pour tout polynôme P ∈ IR[X], ϕA(P (A)) = 0 et donc IR[A] ⊂ ker(ϕA) et par
conséquent dimker(ϕA) ≥ dim IR[A] = m.

10. Un cas d’égalité

(a) Soit α1, α2, ..., α3 des scalaires tels que (∗)
n−1
∑

i=0

αiei =
n−1
∑

i=0

αiu
n−i(y) = 0, si on applique un−1,

l’égalité (∗) devient α0u
n−1(y) = 0 et donc α0 = 0, on applique une autre fois un−2 à (∗) on

obtient α1 = 0 et par le même raisonnement, on appliquant à chaque fois un−i (0 ≤ i ≤ n−1),
on obtient αi = 0 pour tout i. La famille est donc bien libre.

(b) Posons w =

n
∑

i=1

αiu
n−1. Puisque (y, u(y), ..., un−1(y)) est une base de IRn, il suffit donc de

montrer que
v(ui(y)) = w(ui(y)),
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pour tout i = 0, 1, ..., n − 1.
On a déjà v(y) = w(y). Comme v et w commutent avec u ( B ∈ ker(ϕA), alors ils commutent
avec tous les ui, i ∈ IN. Donc

v(ui(y)) = ui(v(y)) = ui(w(y)) = w(ui(y)),

et par conséquent v = w =

n
∑

i=1

αiu
n−1.

(c) Il est evident que Vect{In, A, ..., A
n−1} ⊂ ker(ϕA). Soit B ∈ ker(ϕA) et v l’ensomorphisme

canoniquement associé à B, alors il existe des scalaires α0, α1, ..., αn−1 ( les comoposantes de

v(y) dans la base (e1, e2, ..., en) tels que v(y) =
n−1
∑

i=0
αiu

n−i(y)), et donc, d’après la question

10.(b), v =
n−1
∑

i=0
αiu

n−i.

Matriciellement, B =
n−1
∑

i=0
αiA

n−i ∈ Vect{In, A, ..., A
n−1} et par conséquent :

kerϕA = Vect{In, A, ..., A
n−1}.

11. Cas où u est diagonalisable

(a) B ∈ kerϕA si et seulement si u et v commutent. Soit 1 ≤ k ≤ p et x ∈ Eu(λk), alors u(x) = λkx

et donc
u(v(x)) = v(u(x)) = v(λkx) = λkv(x),

donc v(x) ∈ Eu(λk), d’où v(Eu(λk)) ⊂ Eu(λk).

Inversement, puisque u est diagonalisable, on a IRn =
p
⊕

k=1

Eu(λk). Pour montrer que uv = vu,

il suffit de montrer que pour tout 1 ≤ k ≤ p, ∀x ∈ Eu(λk), uv(x) = vu(x). On a

∀x ∈ Eu(λk), vu(x) = v(λkx)λkv(x) = uv(x).

D’où le résultat.
(b) Soit B = (B1,B2, ...,Bp) une base adaptée à la décomposition précédente, la matrice de v est

donc de la forme :

M(v,B) =











B1 O · · · O

O B2 · · · O
...

. . .
...

O O · · · Bp











avec Bk = Mat(v |Eu(λk),Bk).
Inversement, toutes les matrices de type sont dans ker(ϕA) ( d’après l’équivalence démontrée
dans la question 11.(a) ).

(c) Soit B ∈ ker(ϕA). Notons uk ( resp. vk) l’endomorphisme de Eu(λk) induit par u ( resp. v ).
D’après ce qui précède vu = vu si et seulement si pour tout k = 1, 2, ..., p, vkuk = ukvk.
Mais uk = λkIEu(λk), alors tout élément de ∈ L (Eu(λk)) commute avec uk, soit donc ϕ l’ap-

plication de ker(ϕA) dans
p
∏

k=1

Mmk
(IR) définie par :

ϕ(B) = (B1, B2, ..., Bp)

On vérifie facilement que ϕ est un isomorphisme d’espaces vectoriels, donc

dimker(ϕA) =

p
∑

k=1

dimMmk
(IR) =

p
∑

k=1

m2
k.
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(d) • Si p = 7, toutes les valeurs propres sont simples, donc
p
∑

k=1

m2
k =

7
∑

k=1

12 = 7.

• Si p = 6, 5 valeurs propres simples et 1 valeur propre double, donc
6
∑

k=1

m2
k = 5×12+22 = 9.

• Si p = 5, 3 valeurs propres simples et 2 valeurs propres doubles, donc
5
∑

k=1

m2
k = 3× 12+2×

22 = 11.

• Si p = 4, 1 valeur propre simples et 3 valeurs propres doubles, donc
4
∑

k=1

m2
k = 1×12+3×22 =

13.

• Si p = 3, 1 valeur propre simple et 2 valeurs propres triples, donc
3
∑

k=1

m2
k = 1×12+2×32 =

19.

• Si p = 2, 1 valeur propre simple et 1 valeur propre d’ordre 5, donc
2
∑

k=1

m2
k = 1×12+1×52 =

26.

• Si p = 1, 1 valeur propre 7, donc
1
∑

k=1

m2
k = 1× 72 = 49, dans ce cas ker(ϕA) = M7(IR).

PARTIE IV : ÉTUDE DES VECTEURS DE ϕA ASSOCIÉS À UNE VALEUR PROPRE NON NULLE

12. On a : ϕA(In) = 0 et puisque B est vecteur propre de ϕA associé à α, ϕA(B) = AB − BA = αB,
donc la propriété p(k) : ϕA(B

k) = αkBk est vraie pour k = 0 et k = 1, supposons qu’elle est vraie
à l’ordre k. On a :

ABk+1 −Bk+1A = (ABk −BkA)B +Bk(AB −BA)

= αkBkB +BkαB

= α(k + 1)Bk.

Ainsi, par le principe de récurrence, pour tout k ∈ IN, ϕA(B
k) = αkBk.

13. Posons P (B) =
m
∑

k=0

αkB
k. Par linéarité de ϕA et le résultat démontré dans la question 12, on a :

ϕA(P (B)) =
m
∑

k=0

αkϕA(B
k)

= α

m
∑

k=1

αkkB
k

= α

m
∑

k=1

kBk−1 = αP ′(B)B.

14. On a πB(B) = 0 et donc 0 = ϕA(π(B)) = απ′
N (B)B, donc le polynôme Xπ′

B−dπB est un polynôme
anulateur de B et de degré est strictement inférieure à deg πB , donc il est nul.

15. D’après la question 14., on a : Xπ′
B = dπB donc X divise πB. On reprend le même raisonement

mais cette fois avec le polynôme Xπ′
B au lieu de πB , on a :

0 = ϕA((Xπ′
B)(B)) = α(Xπ′

B)
′(B)B

= απ′(B)B + αBπ′′
B(B)B

= αB2π′′
B(B)
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On montre ensuite que X2π′′
B−d(d−1)πB est le polynôme nul, doncX2 divise πB . Un raisonnement

par récurrence descendant, montre que Xd divise πB , et par unicité du polynôme minimal, πB =
Xd et donc Bd = 0.

• • • • • • • • ••
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