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EXERCICE :

1. Ona 3! = 3[11], 32 = 9[11], 3% = 5[11], 3* = 4[11] et 3° = 1[11], donc p = 5.

2. Ona?2012 =5 x42+2,donc:

3TL+212 o 9 % 5211 3n X 35><42+2 o 9 X 5211

3" x 3% — 9 x 52"
9 x 3" —9 x (5%)"
9x3"—9x3"=0[11].

Donc 3"F212 — 9 x 52" est divisible par 11.

PROBLEME :

PARTI I. ETUDE DU CAS n = 2

1. Pour tout (A, ;1) € IR? et M, N de .#,,(IR), on a:
0AAM +uN) = AAM +uN)— (AM + pN)A
= MAM — MA)+ u(AN — NA)
= Xpa(M) + ppa(N).
Donc @4 est bien linéaire, de plus, ¢(I2) = pa(A) =0, c’est a direl, et A sont dans ker ¢ 4.
2. Les calculs montrent que :

pa(E)

vA(E12) = —cE1 + (a — d)E12 + cEa

© ( ) =bFE11 + (d — CL)E21 — bFEoy
(Ea2)

D’ot1 la matrice de ¢4 dans la base canonique (E11, E12, E21, E9) de #5(IR) :

0 —c b 0
—b a—d 0 b
c 0 d—a -c
0 c —b 0
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3.

4.

6.

7.

Le polyndme caractéristique de ¢ 4 est donné par :
Xou(X) = X*(X? — (d — a)? — 4bc).

Si (d—a)?+4bc > 0, on aura trois valeurs propres, 0 valeur propre double et les autres sont simples
et comme Vect(lz, A) C Ey ( Ep le sous-espace propre associé a 0 ) et A # A, alors dim Ey = 2 est
donc ¢ 4 est diagonalisable.

Inversement, si ¢4 est digonalisable, alors nécessairement le polyndome caractéristique de ¢4 ad-
mettra des racines réelles autres que 0, sinon A = 0, et donc (d — a)2 + 4bc > 0.

. Le polyndme caractéristique de A est X2 — (a +d) X + ad — be. La matrice A étant différente de Iz,

donc A est diagonalisable si et seulement si I'equation X? — (a + d)X + ad — bc = 0 admet deux
racines réelles et distinctes, c’est a dire si et seulement si (a + d)? — 4(ad — be) = (d — a)? +4bc > 0
et ceci est équivalent a dire que 4 est diagonalisable (la question 4. ).

PARTIE II. ETUDE DU CAS GENERAL

(@) Ecrivons D sous la forme D = Z N Ey, donc
=1

n n
=1 =1

= > NOuEy; - > NoiEy
=1 =1

(b) On a, pour tout couple (3, j) :
pa(Bij) = ABij— BijA
APE;;P~"' — PE;P'A

PDE;;P~! — PE;;DP™!
= P(DE;j — E;D)P~' = (A — \})Bj;.

(c) Les B;j forment une famille de n? vecteurs propres de ¢ 4, de plus, la famille (Bij)i<ij<n est

libre, en effet si Z a;;B;; = 0, alors nécessairement Z a;jEij = 0, et comme la famille
1<i,j<n 1<i,j<n
(Eij)1<i j<n est libre ( base canonique de .7, (IR) ), il est de méme pour la famille (B;;)i<; j<n,
en conclusion ¢ 4 est diagonalisable.
(@) i Le polynome caractéristique de ¢4 est invariant par la passage de IR a C, donc les va-

leurs de ¢4, considéré comme un endomorphisme de .#,(C), sont les mémes que de ¢4,
considéré comme un endomorphisme de ., (IR), c’est a dire elles sont réelles.

ii. Aet’A ontle méme polyndme caractéristique, et comme les valeurs propres d’une ma-
trice sont les racines de son polyndme caractéristique, alors A et ‘A ont les mémes valeurs
propres.

iii. Ona@a(X'Y) = AX'Y — X'V A = 2X1Y — X{(TAY) = XY — XZY = (2 — 2)X'Y, et
comme X'Y # 0, z — Z est une valeur propre de ¢ 4.
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(b) Soit z € C une valeur propre de A ( z existe, car le polyndme caractéristique de A est scindé ),
la question (a) montre que z — Z = 2iIm(z) est une valeur propre de ¢4, qui doit étre réelle,
donc 2iIm(z) = 0, c'est a dire z est réelle.

(c) On a, pour tout (i,7), pa(F;;)X = AijP;; X ou encore AP;; X — Pj;AX = \;;P;;X, donc
AP;; X = (A4 Nj) Pi; X, il suffit de prendre p;; = A + ;.

(d) Considérons l'application linéaire suivante :

V: M,(R) — Mp1(R)
M — MX

Montrons que cette application est surjective, en effet, considérons un Y € ., ; (IR) :

e SiY =0,onprend M =0;

e S5iY # 0, on complete X etY pour avoir deux bases & et #’ de 4, 1 (IR) qui commencent
par X etY, et soit v 'application linéaire qui transforme % en %’ et M la matrice canoni-
quement associée a v, doncon abien Y = M X.

La famille (P;;)1<i j<n est une base de .#,(IR), donc son image par ¥ est génératrice de
Im ¥ = 4, 1(IR) car ¥ est surjective, ainsi (P; j X )1<; j<n est une famille génératrice de .7, 1 (IR)
formée par des vecteurs propres de A, de la quelle on peut extraire une base de .7, (IR), donc
A est diagonalisable.

PARTIE III : ETUDE DES VECTEURS PROPRES DE ¢4 ASSOCIES A LA VALEUR PROPRE 0

8. Il est clair que p4(A*) = 0 pour tout & € IN, donc Vect(I, A, ..., A™~!) C IR[A]. Soit maintenant P
un polynome de IR[X], alors il existe ) et R des polyndmes tels que :

P=Qra+R
avec R = 0 oudeg R < m. Donc P(A) = R(A) € Vect(I, A, ..., A"~1), d’ou l'égalité.
Soit g, ag, ..., a3 des scalaires tels que mZ:l a; A" = 0, si I'un des a; est non nul, le polynéme
. i=0
Z ;X" contredit la définition du polyndme minimal de A, donc nécessairement oy = a1 =
i=0

... = a1 = 0 et donc la famille (I, A, ..., A~ ') est base de R[A]
9. 11 est clair que, pour tout polynéme P € IR[X], pa(P(A)) = 0 et donc R[A] C ker(pa) et par
conséquent dimker(¢4) > dimIR[A] = m.
10. Un cas d’égalité

n—1 n—1
(a) Soit a1, ag, ..., a3 des scalaires tels que () Z e = Z aiu”_i(y) = 0, si on applique u" 1,
=0 i=0

l'égalité () devient apu™!(y) = 0 et donc ay = 0, on applique une autre fois "2 a () on

obtient a; = 0 et par le méme raisonnement, on appliquant a chaque fois u" = (0 < i < n—1),
on obtient a; = 0 pour tout i. La famille est donc bien libre.

(b) Posons w = E a;u™ L. Puisque (y,u(y),...,u" ' (y)) est une base de R", il suffit donc de
i=1
montrer que

(' (y)) = w(u'(y)),
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(©)

pourtout:=20,1,...,n — 1.
On a déja v(y) = w(y). Comme v et w commutent avec u ( B € ker(¢4), alors ils commutent
avec tous les u*, i € IN. Donc

v(u'(y)) = u'(v(y)) = u'(w(y)) = wlu'(y)),

n
et par conséquent v = w = Z ou L
i=1
Il est evident que Vect{I,, A, ..., A"} C ker(¢a). Soit B € ker(¢,) et v I'ensomorphisme
canoniquement associé a B, alors il existe des scalaires g, o, ..., ap—1 (les comoposantes de

n—1 )
v(y) dans la base (e1,ea,...,e,) tels que v(y) = > a;u" *(y)), et donc, d’apres la question
i=0
n—1 )
10.(b), v = > au™ "
i=0
n—1 .
Matriciellement, B = > a; A"~ € Vect{Il,,, A, ..., A"} et par conséquent :

i=0
ker o = Vect{I,, A, ..., A" 1}

11. Cas oii u est diagonalisable

(a)

(b)

(©)

B € ker p4 sietseulementsi u et v commutent. Soit1 < k < petz € E,(\), alors u(z) = Ay
et donc

u(v(2) = v(u(@)) = o) = Ao(a),
donc v(z) € Ey,(Ag), d'ott v(Ey, (M) C Eu(Ag)-

P

Inversement, puisque u est diagonalisable, on a R" = @ E,()\;). Pour montrer que uv = vu,
k=1

il suffit de montrer que pour tout 1 < k < p,Vz € E, (), uwv(z) =vu(z). Ona

Vo € Ey(A), vu(z) = v(Apx)\pv(x) = uo(x).

D’ot le résultat.

Soit B = (%1, Pa, ..., Bp) une base adaptée a la décomposition précédente, la matrice de v est
donc de la forme :

B, O - O
O By -~ O
Mw, %)= | . ) .
O O - B,

avec Bk = Mat(v ’Euo\k)’ e@k)
Inversement, toutes les matrices de type sont dans ker(yp4) ( d’apres 1'équivalence démontrée
dans la question 11.(a) ).

Soit B € ker(pa). Notons uy, ( resp. v;) I'endomorphisme de E,()\;) induit par u ( resp. v ).
D’apres ce qui précede vu = vu si et seulement si pour tout k = 1,2, ..., p, vpug = ugvy.
Mais u, = Aglg,(y,), alors tout élément de € £ (Ey(M\g)) commute avec uy, soit donc ¢ 'ap-

p
plication de ker(p4) dans [[ 4, (IR) définie par :
k=1
QD(B) = (Bb By, ..., BP)

On vérifie facilement que ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels, donc

P P
dimker(p4) = Zdim M, (R) = Zmi
k=1 k=1
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P 7
(d) e Sip =7, toutes les valeurs propres sont simples, donc kz mi = kz 12=r.
=1 =1

6
e Sip = 6,5 valeurs propres simples et 1 valeur propre double, donc Y m7 =5x12+2%2 =9,
k=1

5
e Sip = 5, 3 valeurs propres simples et 2 valeurs propres doubles, donc >~ m? =3 x 12 +2 x

k=1

22 =11. \

e Sip = 4,1 valeur propre simples et 3 valeurs propres doubles, donc Y~ m? = 1x1243x2% =
13. ::1

e Sip = 3,1 valeur propre simple et 2 valeurs propres triples, donc >~ m3 = 1 x 124+2x 3% =
19. k:;

e Sip = 2,1 valeur propre simple et 1 valeur propre d’ordre 5, donc kzl mi=1x124+1x52 =
26.

1
e Sip =1,1 valeur propre 7, donc ) mi =1 x 7% = 49, dans ce cas ker(p4) = .#+(R).
k=1
PARTIEIV : ETUDE DES VECTEURS DE @4 ASSOCIES A UNE VALEUR PROPRE NON NULLE

12. Ona: pa(l,) = 0 et puisque B est vecteur propre de ¢4 associé a o, pa(B) = AB — BA = aB,
donc la propriété p(k) : ¢a(B*) = akB* est vraie pour k = 0 et k = 1, supposons qu’elle est vraie
al'ordre k.Ona:

ABFL B4 = (ABF — B¥A)B + B*(AB — BA)
= okB*B+ B*aB
= a(k+1)B*

Ainsi, par le principe de récurrence, pour tout k € IN, ¢4 (B*) = akB*.
m

13. Posons P(B) = Z o BF. Par linéarité de (4 et le résultat démontré dans la question 12, on a :
k=0

pa(P(B)) = Y arpa(B")
k=0

m
= « Z aikBF
k=1

= a) kB"!'=aP/(B)B.
k=1
14. Onang(B) =0etdonc0 = pa(n(B)) = an’y(B)B, donc le polyndme X /; — drnp est un polyndéme
anulateur de B et de degré est strictement inférieure a deg 7, donc il est nul.
15. D’apres la question 14., on a : X7j; = dmp donc X divise 7. On reprend le méme raisonement
mais cette fois avec le polyndme X 7/; au lieu de 75, on a:
0 = @a((X7p)(B)) = a(X7p)(B)B
arn’(B)B + aBr';(B)B
= aB*7y(B)
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On montre ensuite que X271 —d(d—1)r s est le polyndome nul, donc X2 divise 7. Un raisonnement
par récurrence descendant, montre que X¢ divise 7, et par unicité du polyndme minimal, 75 =
X?et donc B¢ = 0.

CCPmathsII2012.tex - page 6



