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1 Préliminaires

1.1 Dessin

x(®), y(t)

t est 'angle qui paramétre le cercle d’ou I'on déduit I'ellipse par affinité.
1.2

Sy est un sev de l'espace des suites numériques car il est défini par une relation de récurrence
linéaire ; son ordre étant 2, la dimension du sous-espace est aussi 2 (toute suite de S, a deux
degrés de liberté, ses deux premiéres valeurs par exemple).

B, est I'intersection de l'ev S, et de I'ev des suites (a,) telles que ) anx™ ait un rayon de convergence
au moins égal a 1 : ce dernier espace est stable par combinaison linéaire en vertu des théorémes
du cours sur la somme de deux séries entieéres. L'intersection de deux sev est un sev (ici il peut étre
réduit a 0).

1.3 Parseval

Il paraitrait que, pour f continue notamment, on a

‘I us
1112 = 5 J 7= lenl® =leol® + 3 _(len® +le—nl?)
—T7t

nez n>1
On utilise une identité de polarisation pour en déduire la formule suivante :
2Re(flg) = f+gll> — If—gll>= Y len(f+g)2 —len(f — 9)2 = Y 2Re(cn(flen(g))
nez nez
en développant les carrés scalaires; on a de méme I'égalité des parties imaginaires en étudiant
|f +1g]|? — ||f — ig]|* d’out finalement

(flg) =) (calflen(g))

nez



que 'on peut préférer écrire comme I'énoncé en séparant les cas n > 0 et n < 0.
La convergence absolue (qui permet de ne pas se soucier de la facon d’écrire cette somme indexée
par Z, incidemment) résulte du lemme bien connu

[enTlenle)] = havl < 3 (uf + 2) = 3 (lea(H1P + len(0))

1.4
Immeédiatement il vient a, = ¢ + ¢, (pour toute fonction et notamment pour f,).
1.5

On a bien 0 < r < 1; il nous faut établir au passage la valeur de la longueur de l'ellipse. Par définition

c’est
7T 7T
L(a,b)z%x/ dx? + dy2:J \/azsinzt—l—bzcosztdtzj \/az—(az—bz)cosztdt

—7T —7T

Par ailleurs on a

7T 7T 7T
1 1 1
aop = ap(fy) = - J fo(t)dt = - J \/(1 —rcost)2+r2sin?tdt = — J V1+12—2rcostdt
7T —7T i

Pour comparer ces nombres il est judicieux (sinon naturel) de penser a 'arc moitié. Par parité et
périodicite,
7‘ 1 2 2n 1 t i 21 p2 2_p2
L(a,b):2J \/az—(az—bz)—mos(u)duzj \/az—(az—bz)mdtzj \/a +h_a cost
0 2 0 2 - 2 2

Compte tenu de ce que

282 a2
2 = 2 2 2
1+T ]+(2+E) a +b
on trouve
2 2
ac+Db T T
L(a,b) = = — b f
(a,b) T A 5 (@ +bag(fy)

Apres un calcul aussi dense, il est bon de vérifier, dans le cas du cercle (a = b) ou 'on trouve bien

s
(a—{—a)l J fo =2ma
T

—T7T

T
2

2 Comportement asymptotique
2.1 Un rayon

Par le critére de d’Alembert on trouve que la série converge pour |z| < 1 et diverge pour |z| > 1 : donc
R=1.

2.2 Somme de la série

On a
f(x) = Z anx™ f'(x) = Z(n—l— otnpx™ xf'(x) = Z nox™
n>0 n>0 n>1
d’ou
(2n + 2)! (2n)!

. / _ o no_ o n
(1—x)f'(x) oc1+nZ>1((n+1)ocn+1 nom)x oc1+;( (n+1)((n+ T2 45 (on 1 1)+n((n)l)2 (= 1))x
et apres simplifications il reste le terme général x™ 2n)! (—1 + L) = —Lx x™. On a trouvé

P P mD2an\ 2 " 2n—1 2%
I'équation différentielle
1 1 f(x)
J— / P — — e
(1=X)f'0x) = =3 =5 (f(x) = 1) = ==

Une résolution élémentaire (compte tenu de f(0) = &g = +1) donne alors |f(x) =1 —x]|.
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2.3 Expression complexe

Ici le raisonnement est un peu délicat. Pour z = x réel on a clairement f(x)> =1 —x.
Cela signifie que le produit de Cauchy de la série } a,x™ par elle-méme donne 1 — x.

Or ce produit ne dépend pas de la réalité de x, mais seulement des «,. Donc la relation f(x) x
f(x) = 1 — x? reste vraie dans le domaine d’absolue convergence, et en tout cas pour |z| < 1, on a

f(z)2=1—-2z|.
Ce qui ne nous autorise pas a écrire f(z) = /1 — z pour z non réel, comme le préambule le rappelle !
2.4
Résulte de la question précédente : en effet f(relt

2.5

NB : cette question (et quelques autres), peu pourvue d’indications pour trouver les nombreuses
astuces nécessaires, nous parait introuvable par les candidats dans le temps limité.

En injectant le résultat précédent, il vient

it

)2=1—re

7t T — . ~ o~
cn(fy) = Z]T[J e M () dt = 217[J e MH(relt)f(re't) dt = (enf|f)
—TT —T7T

en notant en(t) = e™it et f(t) = f(rett).
En utilisant la forme polarisée de Parseval (I.C) il vient

cnlfr) =) crlenfler(f)

keZ

Or
“ 1 7t —kit n_nit (CV normale sur |z| < r) n 1 T[ [TL—k)it k
ck(f) = — e Z anrte™tdt = Z Tt =— e dt = ot
2 ) . 2m |,

n=>0 n=>0

—_—

et encore, seulement si k est un entier naturel (O sinon).

De plus,
0 1T (" —kit _mit m,_mit m 1 (" (n+m—k)it k—n o
crlenf) = =— e e Z X e™t dt = Z o LS e dt = g nr sik>n
27 |, 2 |
m=0 m=0
Tout compris, il reste
o Ont [ X[x]
cnlfy) = Z TZk7noﬂ<(xk—n = o’ Z x TZM
k>n [x]=0 n

en posant [x] = k —n : I'intégrale demandée est en fait la somme de cette série (la fonction intégrée
est constante entre deux entiers consécutifs!)

Reste a évaluer la limite de cette. .. chose. ..

o
Pour [x] fixé, on a TnAbd (cf. le quotient de d’Alembert utilisé au début du II). Par ailleurs et

n

o
plus précisément, on a toujours 0 < nibd < 1 car |«n| décroit.
Kn

Enfin on a |ayr?™¥| < 72 qui est une fonction (exponentielle) intégrable : on peut appliquer le
théoréme de convergence dominée!!! et on en tire

oo
Lim Enlf) _ J a2 dx = Z e = f(r?) = /1 —12
0

n—+4oo X T™
k=0




2.6 Equivalent

On trouve I'équivalent demandé avec la (difficile!) formule précédente, et un équivalent de «,, qui
découle de la formule de Stirling :

erp 4 T
mhH2  /nm T m32yn

On en tire un équivalent de a,, = 2cq,.
Tout ceci prouve bien que le coefficient de Fourier tend vers O (lemme de Lebesgue).

3 Suites récurrentes
On a f,(t) = /|1 —reit| = 1 + 12— 2rcost; il en résulte que

, rsint rsint

(1)

(1)

T V1112 _2rcost 1+12—2rcost '

D’ou la relation E (1+71%—2rcost)f/(t) = rsint fr(t)j

En utilisant les relations qui donnent (en général) les coefficients de Fourier de la dérivée d'une
fonction, ou d'une fonction fois la fonction cosinus, a savoir

ba(g’) = —man(e)  bu(cos xg) = 5(baile) + b 1(g))  ba(sinxf) = J(an1(f) — anir(f))

et par le principe d’identification des séries de Fourier, valable pour des DSF de fonctions continues,
on trouve bien la relation qui définit B, (on cherche les b)) :

bn((]'f"rz_z‘r Ccos t)fi(t)) = _(1+T2)nan(fr)+r((n+] Jani1(fr)—(m=T)an1(fy)) = bulrsint f;) = S (an_1(fr)—ant

N =

soit en ordonnant et en multipliant par 2, la relation donnée au préambule :
r2n+3)anst — (1+1%)2nan +r(2n —3)an_1 =0

Pour bien faire il convient de vérifier que la relation marche pour les petits indices (ici n = 1).

3.1 Matrice de la récurrence

La deuxiéme ligne de la matrice T, est claire : c’est (1,0)! La premiere est issue de la relation de
récurrence, qui permet d’écrire a,,_; en fonction des deux termes suivants de la suite. D’ou

2n(1+71%)  2n+3
Ta=1 r(2n-3) n—3

1 0

Pour rester dans le style de ce que 'on est supposé enseigner dans nos classes, on peut donner (ici
en Mathematica)

an_] := a[n] = (1 + r2)*2*(n - 1)*a[n - 1)/(2n + 1) - (2n - 5*a[n - 2}/(2n + 1)
a[l]=a_1; a[0]=a_O0;

Aln_] = 2n(1+r'2)*A[n-1]/r/(2n-3) - (2n+1)*A[n-2]/(2n-5)

A[0]= 1; A[1] = -2(1+r2)/r

B[n_] = 2n(1+r2)*B[n-1]/r/(2n-3) - (2n+1)*B[n-2])/(2n-5)

B[0]= O; B[1] = 1;

mais il y aurait d’autres paradigmes de programmation possibles. Il est utile d'implémenter le calcul
avec mémorisation des valeurs de la suite pour éviter des temps de calcul prohibitifs dus a la
récursion.



Enfin, il vient

2
A 2n+1 . 1412 43 2n(1417) n_]_2n+1An_2 2n+3
Mo 1T — b Zn—5 " — r(2n —3) 2n—>5 2n—3
= In+1, : T(2“1—3) 2%—3 (1 +12) 41 n+3
-1 — -2 — = o _
n n—5" rn—=3) "' m-5"% Im-3

et on retrouve bien que M, 1T, = M;,.
En particulier,

a a an_ a _ 2047 a a
Mn.< “):Mn_1.Tn.< “):Mn_1.<“]>:...:M1.<O>: 5 ( ‘>:...:(°)
An+1 An+1 an aj 1 0 az aj

3.2 Une définition faible de la convergence géométrique

Comme pour la démonstration du critére de D’ALEMBERT par exemple, on introduit un k’ stricte-

1+k
ment entre k et 1 (par exemple k/ = L). On fixe un ¢ > 0 et on considére que la suite (e,) est
P P 7 q

positive sans perte de généraliteé.
Je dis qu’a partir d'un certain rang, on a

LEMME 1. [u, —{ <k'lun_1—{ ou Ju,, — £ < e.

En effet, si
K'ung = < [un — € < Klun_1 — €+ en

on en déduit que ju, 1 —{ < €7nk qui est une quantité arbitrairement petite. Choisissons un rang

k/
1 I
m)en < ¢, on a alors

dng,"m >np un — € <klup g —l+en<|lup g —l+en<e

a partir duquel on ait (1 +

Avec ce lemme on achéve cette (délicate) question : si il existe un rang n; > ng tel que |un, — | > ¢
alors tant que pour n > nqy,|u, —{| > ¢ on aura au moins une décroissance géométrique de raison
k', puisque l'on est dans le premier cas. On arrive alors a un rang n; tel que fu,, —{| < «.

Il est envisageable que la suite (jun — {|)n « remonte », au dessus de la valeur ¢ : mais si on a
[un_1— 1 < ¢ et [un, — {| > ¢ on a néanmoins

un =l <hup g —l+en<et+e=2e
et la suite doit alors redescendre jusqu’a repasser sous la barre des ¢ comme on vient de le voir.
Nous avons démontré que dans tous les cas de figure, on aura vn > ny, |un —{ < 2e. *
3.3 Application
On veut bien sur appliquer le lemme précédent, qui n’a pas été demandé que par pure cruauté. Or

on calculé Mn.(a:L) = (2?)

Si on considére la premiere coordonnée seule, cela s’écrit

2n+3
AnQn — mAn—1an+1 = ao

1412

Or par construction, (2n+ 3)an = 2nan, — (2n—3)a,_1, et donc

2n(1+412)

ap = Anan—An_1 anm

=+ An—] an—1

Il est judicieux ici de se souvenir que a,, ~ ra,_1 (cf. I F), i.e. Gn _ an_1+o(an_1), et donc
T

2n(1 412

ao=Anan+An 1011 (] T Tm_3

) + o(An_1 an_1)

An

Bn—]



Si I'on pose, pour utiliser le lemme précédent, u,, = (1 — rz)Anan et { = ap, on arrive a

2n(1 +12) 2n(1 +12)
2y _enth ), _ _entd+rm)
(==t 41 =200 = un =t (wn =0 (1= 5 == ) +o(un)
Soit 5 5
1+7r 34 2nr
et enfin
= 8 < 7" un 1 — € + €n

avec un r’ légérement supérieur a r, et ¢, — 0 : par la question précédente on en déduit u,, —» (. ¢
Les calculs concernant B, a,, semblent identiques (méme relation de récurrence) sauf que le second

. N a
membre sera égal a a;; on peut donc avancer que |Bnan, — ] 5 |-
—r

Ceci sert a la derniére question du probléme.

3.4 Calcul approché de la longueur de 1'ellipse

b
Rappelons-nous de I'expression trouvée au IE : L(a,b) = n(az—i—)ao. La question précédente nous
suggeére que
a 2L(a,b) o m(a+b)(1—12)
Anan—> ] —TZ - 7T(a+b)(] _Tz) L(a)b) _nI_l}iréoAnanX 2

Maintenant, I'énoncé suggeére de regarder la question II E. On est donc conduit a remaplcer a,, en
fonction de «,, car on a prouvé alors que a, ~ 2 : alpha,m™V1 — 12,
Avec ces faibles indications, il faut donc intuiter de poser

b b
h=(1— rz)s/zn(a +bloa AL ~ T[a—; (1—12)Anan — T[a 2 ao(fy) = L(a,b)
Reste a vérifier cette suite (parmi une multitude de suites équivalents!) est celle demandée :
—1
1. Déja b = (a+ b)r(1 —12)** x —x 1
-2
2. ensuite £; = £y x o;TA] = g X -4 X (=2(r24+1)) = (r2 + 1)L,
3. Vérifions enfin la relation de récurrence : on a
142 m(2n —2)!

2 n—1 —
(117 ™ An g = 4n-T(n—1)1)2(2n —3)

et aussi

2n+1)(2n-3) ., —1"2n+1)2n—3)(2n—4)!

inm—1) n-2An—2 = T = 1) (n = 2)n— 2)lZn —5) "2
= (2n+1)(2n - 3)!
T AnTgn-Tni(m—2)I(2n—5) "~ ?
Il en sort
2 _
(] + Tz)“n—lrn71An—1 - ! (zn * 1)(2“' 3) niz(xn—ZAn—Z
Inn—1)
—(2n)! /1412 4n? 42n+1)n(n—1)
_ > < Anf1 — Anfz
4n(nl) r 2n(2n—1)(2n—3) 2n2n—1)2n—2)(2n—5)

1+12 2n 2n+1

= Tn“n(im n—-1— mAn—z) =1"nAn

ce qui démontre la relation de récurrence demandée, en multipliant par (a + b)7m(1 — rz)s/ 2
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4 The end

4.1 Un Déterminant...

Mn.( 2 ) = (£°). d’'ou en notant A pour le déterminant de deux vecteurs colonnes,

An 41 a
n+3
AnGn— 5——5An_10n41
e () 8- () () (2
Bn ad Bn Inl Bn Bnan — n Brn1an
-3 -
2n+3 A An_
T T n 3t (BZ) A (B:: ) = Gnt1 detMn

en utilisant la multilinéarité et le caractére alterné. Un calcul par récurrence n’est pas judicieux ici.
4.2 ...et son calcul

On ne va pas suivre I'’énoncé ici. Revenons a la définition :

_2n—|—3

n An1 n+3
det My = MmE3 | =53 (AnBat —AniBn)
n anl
n—3

Or la suite (W,,) = (A Bn_1 — A,_1Bn), entre deux suites (A,) et (By,) vérifiant une méme relation de
récurrence de la forme C,, = A Cy,—1 + unCy, 2, vérifie elle-méme une relation simple (un peu comme
le Wronskien) :

o2k 41 2n+1)(2n—1)(2n—23)
WTL:_IVLTLWTlf‘I = W, _H(_uk)WO_]l_[]Zk_5 X (_1) = 3
Finalement il vient [det M, = (2n + 1)(2n3— NiZn+3) §n3J

4.3 Dimensions

On a bien trouvé une suite (a,) élément de B, celle des coefficients de Fourier étudiés pendant le
probléme : a, = an(f;). Toute suite proportionnelle est bien sar aussi dans B;.

Comme A, et B, croissent vers co comme des suites géométriques de raison 1/r (pas tout a fait;
mais A,_1/An ~ 1 d’apres les études précédentes), si 'on n’ a pas exactement

(11/(10 = nI;lg-réo Bn/An = aq (fr)/aO(fr)

on aura par la relation IV.A que a7 croit en 1/r™ (encore une fois, a une puissance de n pres). Plus
précisément, on aurait, a moins que ajao(f;) = apai(fy),

i aiAn—aoBn 8a1ao(fr) —apai(fy) Cte
o detM,, an(f)(1—72)n3  n32m

et le rayon de convergence de la série entiére serait alors égal (critére de d’Alembert) a r < 1.
Ce qui montre que dim B, =1, ni plus, ni moins.



