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Chapitre 1

Dénombrement

Contents
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1.2 Applications . . . . . . . . L e e e e e 5
1.3 Emnsemblesfinis . . . . . . .. ... ... ... . . 0 0000 6
1.4 Dénombrement . . . . . . . . . . . i i it 8
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1.1 Généralités. Rappels

1.1.1 Introduction

On suppose acquise la notion intuitive d’ensemble et nous admettons que x € E ( qui
se lit @ appartient & F ) est une notation comprise par tous. La notation 2 € x est interdite.
Remarquons que cette interdiction a a une autre interdiction : On ne peut pas parler d’un
ensemble € dont les éléments seraient tous les ensembles, car on devait avoir 2 C 2.

En général, on détermine un ensemble soit, en explicitant ses éléments : E = {1,a,V},
soit par compréhension : E' = {z/z verifié la propriété P }.

Par exemple :

N={z/z entier }=1{0,1,2,..}

Z ={x/x entier relatif }=1{..,-2,-1,0,1,2,...}

1.1.2 Ensemble de parties de E, P(F)

Définition 1.1.1. Soit E un ensemble. Nous admettrons que toutes les parties de E consti-
tuent un nouvel ensemble appelé ensemble des parties de E et noté P(E)

En particulier :

oP(0)=0

oP({a}){{a},0}

OP(CL, b):{{a7 b}v {CL}, {b}7 0}



1.1.3 Inclusion entre ensembles "C"

Définition 1.1.2. Soit E un ensemble. Nous dirons que A est inclus dans E ( ou sous
ensemble de E ) si tout élément de A est élément de E et on note A C E

On a donc :
ACE<— (Ve,x e A=z € E)

ACE<= (A€ P(E))

On rappelle que pour tout x on a :

(z € E) <= ({z} C E) <= ({2} € P(E))

1.1.4 Complémentaire d’une partie et négation

Définition 1.1.3. Etant donnée un ensemble E et une partie A de E. On appelle complé-
mentaire de A dans E et on note C‘g l’ensemble de tous les éléments de E n’appartient pas
a A.

Donc

Ch={zcE/z¢ A}

en particulier
Cg —FE e CE=o

1.1.5 Reéunion, intersection et produit d’ensembles

Définition 1.1.4. Soit A et B deux ensembles. On définit les ensembles suivantes
1. Ax B={(z,y)/r € A et y e B}, produit cartésien de Aet B.
2. AUB={x/x € A oux € B}, réunion de A et B.
3. AUB ={x/x € A etx € B}, intersection de A et B.

St AN B =, on dit que A et B sont disjointes.

Généralisation :
Soit I un ensemble non vide, pour tout ¢ € I, on se donne un ensemble FE;. on définit
les ensembles suivantes :
—a) UEi={x/Fiel, telque =z € E;} réunion de la famille d’ensembles (E;)icr
el
- b) N BE; ={z/Vi € I,z € E;} intersection de la famille d’ensembles (E;);cr
el
Proposition 1.1.1. ( Lots de Morgan ) Quels que soient les éléments A et B de P(FE)

on a .
ANB A B

Cp?? =CpnCE



Démonstration :

En effet :
(Vx € E), on peut écrire :

non(z € Aetx € B) <= (v ¢ A) ou (xv ¢ B)
non(zx € Aoux € B) <= (x ¢ A)et (x ¢ B)

c’est a dire :
cpnB =cpuck

cavB —cpncE
O

Définition 1.1.5. Soit A et B deux parties d’un ensemble E. On appelle différence des
ensembles A et B et on note A\ B l'ensemble des éléments de A n’appartient pas a B.

Donc :
A\B={z € E/x € Aetx ¢ B}

Exercice 1.1.
Soit (Aj)1<i<n une famille de parties d’un ensemble E

i=n ¢ i=n i=n ¢
1. Montrer que : (U Ai> = A% et <ﬂ Ai>
i=1 i=1 i=1

2. Pour toutes parties A et B de E, on pose :

=n
~ U A¢.
i=1

AAB = (AUB)\ (AN B).

Montrer que : AAB = (A\ B)U(B\ A) = (ANnB)U(BNA).

1.2 Applications

Soient E et F' deux ensembles non vides, et f une application de E source dans F but.
e On dit que f est une application surjective ou une surjection si tout élément de
but est I'image d’un élément au moins de la source. C’est a dire :

(Ve E),xeE) tel que y= f(x)

e On dit que f est une application injective ou une injection si tout élément de but
est 'image d’un élément ( au plus ) de la source. Cest a dire :

(Vz,y € E),[f(z) = f(y) = = =y]

e On dit que f est une application bijective ou une bijection si tout élément de but
est 'image d’un élément unique de la source. C’est & dire :

(Vy e E),(Alx € E) tel que y= f(x)



Donc une application est une bijection si et seulement si elle est & la foissurjective et
injective.

e Si une application f: x — y = f(z) est une bijection de E dans F', alors elle admet
une fonction réciproque, notée f~1, définie de F dans E. On peut écrire :

(Vz,y € Ex F),[y= f(z) <=2 = f'(y)]

1.3 Ensembles finis

1.3.1 Ensembles équipotents
Si n et p sont deux entiers naturels tels que p < n, on pose [p,n] ={p,p+1,...,n}

Définition 1.3.1. Etant donnés deuz ensembles E et F. S’il existe une bijection de E
dans F, on dit que E et F sont équipotents

Exemples

1. Soit P l’ensemble des entiers pairs et I celui des entiers impairs, alors P et I sont
équipotents, en effet ’application

¢o: P — 1
n — n+l1
est une bijection.
2. L’application ¢, définie par :
: R\{l} — R2\if}
T — 7;571
est une bijection, donc R\ {1} et R\ {1} sont équipotentes.
3. L’application v, définie par :
x: |]-L1 — R

x
—
z 1—22

est une bijection, donc | — 1, 1] et R sont équipotentes.

Définition 1.3.2. On dit qu’un ensemble E est fini s’il existe un entier naturel non nul

n tel que E soit équipotent a [1,n]. Ce nombre n est appelé le cardinal de E, on écrit
cardEE = n

e On pose, par convention, card@ = 0

e Un ensemble non fini est appelé ensemble in fini, par exemple N, Z, Q, R, C sont des
ensembles infinis.

o card{#, . ¢, A O B U, R O =10

e card[l,n] = n.

e card[p,n] =n—p+ 1.



1.3.2 Propriétés des cardinaux des ensembles finis

Théoréme 1.3.1. Etant donnés deux ensembles finis E et F et une application f de E
dans F. f est une bijection si et seulement si cardE =cardF .

Théoréme 1.3.2. Etant donnés deuz ensembles finis E et F.
- S1 E C F alors cardE < cardF .
- Si(ECF et E#F) alors cardE < cardF

Théoréme 1.3.3. Etant donnée une application f de E fini dans F fini.
- Si f est surjective cardE > cardf(E) = cardF
- Si f est injective cardE = cardf(F) < cardF
- Si f est bijective cardE = cardf(E) = cardF

Théoréme 1.3.4. Quels que soit les ensembles finis E et F' on a :

card(E U F) = cardE + cardF — card(E N F)

Exercice 1.2.

1. E, F,G étant trois ensembles finis, démontrer que :
card(EUFUQG) = cardE + cardF + cardG — card(ENF) — card(ENG) — card(F N
G)+ card(ENFNQ)
2. A et B étant deux parties d’un ensemble fini E, démontrer que :
. cardE = cardA + cardA (A = (4 = E\A)
. cardE = card(A N B) + card(AN B) + card(AN B) + card(AN B)

Théoréme 1.3.5. Quels que soient les ensembles finis E et F, on a :
card(E x F) = cardE x cardF

Régle

Si un objet a peut étre choisi de n fagons et qu’un objet b peut étre choisi de m fagons,
la paire (a,b), prise dans cette ordre, peut étre choisie de nm fagons.

Généralisation
Quels que soient les ensembles finis F1, Eo, ..., J,, on a :
card(Ey x Ey % ... x Ep) = cardEy x cardEy x ... X cardE,

En particulier :
cardE™ = (cardE)"



1.4 Dénombrement

On note E,, (n > 1) un ensemble quelconque fini a n éléments.

1.4.1 Nombre d’application de E, sur F,

Théoréme 1.4.1. Le nombre d’applications de E, sur E, est nP.

Démonstration :

Posons F(E,, Ey,) 'ensemble d’applications de E, sur E,. Soit Iapplication :

v: F(EpE,) +— E,xFE,%x..xE,=F}
f — (f(al)af(GQ)a“'7f(ap>)

avec
E, ={a1,as,...,a,}

1) est bien définie bijective, donc :
cardF(Ey, Fy,) = cardEf, = nP
H

Définition 1.4.1. Soit E un ensemble et p un entier non nul. Un élément (21,2, ..., Tp)
de EP = E X E X ... Xx E est appelé une p-liste d’éléments de E.

Exemples

1. Le nombre possible de résultats, a I'issue de trois lancers successifs d’une piéce de
monnaie est 2% = 8. En effet, un résultat est une 3 — liste d’éléments de {P, F'}

2. Supposons que ’on ait r boules numérotées 1,2, ...,r que ’on répartit 7 au hasard ”
dans n urnes numérotées 1,2, ...,n et que 'on s’intéresse aux différentes répartitions
de ces r boules. L’ensemble des répartitions peut étre assimilé & 1’ensemble :

{(z1,x2, ..., ;) ou z; le nombre de 'urne qu’occupe le boule i}
Il y a donc n” telle répartition.

1.4.2 Nombre d’injections de E, sur E,, (1 <p <n)

Théoréme 1.4.2. Le nombre d’injections de E, sur E, est n(n —1)...(.n —p+1)

Démonstration :

On assimile E, a l'ensemble {1,2, ..., p}.
Pour construire une injection de £, dans E,, il faut choisir I'image de 1 parmi n
éléments de E,, une fois I'image de 1 est choisi; on choisit I'image de 2 différent du choix



de l'image de 1, il y a n — 1 choix, puis on choisit 'image de 3 différent de 'image de 1 et
de I'image de 2, et ainsi de suite ..., donc le nombre de choix d’injections vaut :

nn—1)..(n—p+1)= Tl

On note :
n!

AP =nn—1)..(n—p+1)=

Applications

Définition 1.4.2. Etant donné un ensemble fini E, cardE = n, un arrangement de p
élément de E est une p-liste d’éléments deuzr & deuz distincts pris parmi ceuzr de E.

Proposition 1.4.1. Le nombre de p-arrangements d’un ensemble an éléments (1 < p < n)
est AP

Remarques

-Sip>n, A =0:1ln’y a aucune injection de E, dans E, .

-Sip=mn, A =n! cest le nombre d’applications bijectives ( permutations ) de E,
sur F,.

- Si p =0, on pose par convention A% = 1.

Exemples

1. Une agence de voyage soumet a ces clients une liste de huit ville. Elle propose de
choisir un circuit de cinqg villes parmi ces huit, en indiquant ’ordre de visite des cing
villes choisies.

Le nombre de circuits possibles est Ag = 336
2. Combien de classements peut-on former avec 23 éléves ( on suppose qu’il n’y a pas
d’ex-aequo) : c’est A33 = 23!

3. Douze chevaux participent a la course du tiercé. Un tiercé est un triplet(cy, co, c3)(c; €
[1,12]). Il y a A3, = 1320 tiercés possible dans I'ordre. ( on suppose qu'il n'y a pas
d’ex-aequo)

Exercice 1.3.

Combien peut-on former de mots avec toutes les lettres du mot AHMED), chaque lettre
étant utilisée une seule fois ?

Combien en existe-t-il commengant par A et finissant par D




1.4.3 Nombre de parties ayant p éléments d’un ensemble fini

Soit E' un ensemble fini ayant n éléments (n > 1). Désignons par P,(E) I'ensemble de
parties de E ayant p éléments (p < n).

Théoréme 1.4.3. Le nombre de parties ayant p éléments d’un ensemble o n éléments
(0<p<n) estp n!

pllnpt™
On note CF, = (;) = p!(TZL;P)!'
Démonstration :

Soient M un ensemble a p éléments et E un ensemble a n éléments. Posons (M, E)
I'ensemble d’injections de M dans E et Pp(E) l'ensemble de parties de £ a p éléments.
Soit ¢ application :

S(M,E) +— Pp(E)
i — A =i(M) = {i1,iz,...,0p}

Ona:Q(M,E) = UAEpp(E)gp_l(A) ( réunion disjointe ), d’oi card (M, E) = p!.cardP,(E)

puis cardP,(E) = p!(nniip)! =(h. 0

Définition 1.4.3. Un sous-ensemble de E de cardinal p est appelé combinaison de p
éléments distincts pris parmi ceux de E.

Remarque

Si p > n, B5 = 0, En effet, il n’y a pas de sous-ensemble de E ayant un cardinal
strictement supérieure de celui de F.
Il est clair que quel que soit 'entier naturel n, on a : 0¥ = (7 =

Exemples

1. L’agence de voyages (’exemple précédent ) propose également a ces clients une for-
mule "liberté" pour laquelle le touriste choisit cinq villes sans préciser 'ordre dans
lequel ces villes seront visitées. Le nombre de formules "liberté" est 0 = 56

A3 . p p PR
2. 'y a 52 = 220 tiercés dans le désordre dans une course réunissant douze chevaux.

3. Le nombre de tirages de cing cartes d’un jeu de 52 cartes est ng = 2598 960.

Exercice 1.4.
Montrer que le nombre de suites (z1,x2, ..., xp) € NP qui sont solutions en nombres entiers
positifs de l'équation 1 + x2+ ... +xp =n (p et n firés ) est Cote—t,

Propriétés des nombres (), (Triangle de Pascal)

Proposition 1.4.2. Etant donné n et p entiers naturels (0 < p < n), alors G}, = 0,77 et
Ch=Ch , +C7)

10



Démonstration :

- Soit E un ensemble fini a n éléments.
Si A C F est une partie a p éléments alors A = Eg est une partie de F a n — p éléments

donc 'application :
¢: Pp(E) — Pnp(E)

A — A

est une bijection. Donc P,(FE) et P,_,(E) ont méme cardinal, c’est a dire : G5 =77

Autrement dit : Il y a autant de de parties a n — p éléments qu’il y a de parties a p
éléments

- Soit a € E.

Les parties a p éléments peuvent se regrouper en deux catégories disjointes : d'une part
ceux qui contient 1’élément a et d’autre part ceux qui ne contient pas a.

Les premiers s’obtient en adjoignant & a n’importe que partie a p—1 éléments de F\{a}.
Il y en a donc Cﬁill.

Les autres sont formeés de p éléments pris parmi E\{a}. Il y en a (¥

En conclusion : (P = Cfl:ll +CP_,. O

Théoréme 1.4.4. (Formule de binéme de Newton) Etant donnés a et b réels o
complezes et un entier naturel n, alors :

p=n
(a+b)" = Z CPa"PbP
p=0

Exemples

Soitn € N* on a :
p=n

e l04+CL+C2+ .. +C0r=SC=(1+1)"=2"
p=0

e 00 L 02— C3 4+ .t (—1)PCL 4 ot (—1)7C0 = 5 CE(—1)P = (=1 4+ 1)" = 0.
p=0

p=n
o 00 +2CL +22C2 4 ...+ 2705 + ... + 270" = S Chor = 3.
p=0

1.5 Applications ( Exemples de tirages )

On dispose d’une urne ou se trouvent N boules, de k couleurs différentes (k < N), On
note N;(i € [1,k]) le nombre de boules de la couleur ¢, on a : Ny + No+ ... + Ny = N
Nous allons tirer au hasard n boules de cette urne, on distingue trois types de tirages.

1.5.1 Tirage avec remise

On tire les n boules une a une, en remettant a chaque fois la boule tirée dans 'urne
avant de précéder au tirage suivant, le résultat est un n—uplet de boules de 'urne, toutes
les répétitions sont possibles, il existe donc N résultats possibles.

11



Soient ni,ne,...,n; des entiers tels que n; + ng + ... + nx = n. Quel est le nombre de
n-uplets qui constitués de ny boules de la couleur 1, no boules de la couleur 2, ..., ng boules
de la couleur &.

Proposition 1.5.1. Ce nombre (Nombre de tirages possibles) égal a (N NG2 LNk

nl'ng' ng!

1.5.2 Tirage sans remise

Le résultat ici est un n-uplet formé de boules distinctes. Il s’agit donc d’un n-arrangement
sans répétition des N boules de 'urne, par conséquent, il existe AR; résultats possibles.

Quel est le nombre de n—uplets qui sont constitués de n; boules de la couleur 1, no
boules de la couleur 2, ..., n; boules de la couleur k.

Proposition 1.5.2. Ce nombre (Nombre de tirages possibles) égal a AN AR - AK}Z.

nl'ng' ng!

1.5.3 Tirage simultané

Effectuons un tirage simultané de n boules, le résultat est ici une partie a n éléments
de 'ensemble des boules de I'urne. Le nombre de cas possibles est donc C’]"(,.

Un échantillon de type (n1,na, ..., ng) signifie que cette partie est constitué de ny boules
de la couleur 1 prise parmi N7, no boules de la couleur 2 prise parmi No, ..., n; boules de
la couleur k prise parmi Nj.

Proposition 1.5.3. Le nombre de cas favorables est : E?\}IC%...C%.

Exercice 1.5.
Un sac contient 4 boules rouges, 2 noires et 8 blanches. On tire de ce sac deuz boules avec
remase. Combien y a-t-il de tirages contenant :

a) une boule rouge et une boule blanche ;

b) 2 boules de méme couleur;

¢) au moins une boule blanche.

Solution

Notons :

e A I’ensemble de tirages contenant une boule rouge et une boule blanche;
e B I’ensemble de tirages contenant deux boules de méme couleur ;

e C I’ensemble de tirages contenant au moins une boule blanche.

a) cardA4 = 1'><0'><1'41 x 29 x 3t =24

b) On peut écrire B = By U By U B3 ( réunion disjointe ) avec :

.. B1 I'ensemble de tirages contenant deux boules rouges;

.. By 'ensemble de tirages contenant deux boules noires ;

.. B3 I’ensemble de tirages contenant deux boules blanches.

12



Donc :

cardB = cardBy + cardBsy + cardBs
2! !
_ 42 % 90 0
ool <2 ko
= 29

2! 2!

0 2 0 : 0 0 2
4% x 2 x 3 +m4 X 27 X 3

¢) C = Cy Uy ( réunion disjointe ) avec :

.. C1 Vensemble de tirages contenant un boule blanche et une boule rouge;
.. Oy ’ensemble de tirages contenant une boule blanche et une boule noire;
..C3 = Bs.

Alors :

cardC = cardCq + cardCq + cardBs
2! 2!
_ 42 5 91 5 30
Ux1lxol 2 " Torxx
= &85

21

: 0 0 2
w0t X2 %3

49 x 21 < 3t 4+

Exercice 1.6.
Refaite le méme exercice dans les cas suivants : Tirage sans remise et Tirage simultané.

13



Chapitre 2

Probabilités

Contents
2.1 Introduction . . . . . . . . . @ . . i i i it e e e 14
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2.5 Indépendance . . . . . . . v v v v v v v vttt e e e 25

2.1 Introduction

Lorsqu’un phénoméne est déterminé par une loi connue, on peut utiliser cette loi pour
faire des provisions. Par exemple, considérons un point mobile sur une droite. Si nous
choisissons un origine et un sens sur cette droite, & chaque instant le point est repéré par
son abscisse.

Mathématiquement, le mouvement est donc représenté par une fonction :

f: I — R
e 2= (1)

Par application de de cette loi, on peut prévoir et déterminer la position du mobile &
chaque instant.

Ce pendant toutes les situations ne sont pas aussi simples : par exemple, dans une
partie de pile ou face, on ne peut pas dire & 'avance si c’est pile qui sortir ou si face. Un
tel phénoméne semble échapper a toute prévision. On dit qu’il est aléatoire.

L’objet des probabilités est d’étudier, d’un point de vue théorique les phénomeénes aléa-
toires

2.2 Concepts de base des probabilités

2.2.1 Epreuve

Définition 2.2.1. On dit qu’une expérience ou une épreuve est une experience aléatoire
s’elle est répété dans les m € mes conditions conduit o des résultats différents, donc dans
une expérience aléatoire, on ne sait pas d’avance le résultat.
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Exemples

1.

Soit ’épreuve " lancer une piéce de monnaie trois fois dans ’air ". On peut obtenir
soit pile, soit face pour le premier cas, puis, soit pile, soit face pour le deuxiéme
lancer, etc...

2. " Tirage d’une carte d’un jeu de 52 cartes "

3. Dans une urne on dépose sept boules rouges, quatre noires et deux boules vertes

n

On tire successivement deux boules sans les remettre dans 'urne "

2.2.2 Ensemble ) des éventualités. Evénements

Définition 2.2.2. Considérons une expérience aléatoire. L’ensemble des éventualités
associé o cette épreuve est l'ensemble des résultats possibles. On note cette ensemble 2

Exemples

1.

Considérons le jeu de la piéce lancée trois fois. On peut représenter toutes les possi-
bilités a ’aide de ’arbre suivant :

N\
1¢"lancer P F
N 7N\
2¢lancer P F P F
NSNS N
3¢lancer P F P FP F P F

Dans ce cas :
Q ={PPP,PPF,PFP,PFF,FPP,FPF,FFP,FFF}

. Dans I'expérience " lancer deux fois d’'un dé "

Q=[1,6)?

. Au jeu de la roulette qui contient 37 chiffres,0,1,2,....36. L’espace des éventualités

est :
Q={neN/0<n<36}

. L’espace des événements associé a ’épreuve " lancer d’une piéce de monnaie et d’un

dé " est :
Q={P F} x|[1,6]

Définition 2.2.3. Soit 2 lespace des éventualités associé a une épreuve et P(Q2) l'en-
semble de ses parties. Chaque élément de P(Q2), c’est-a-dire chaque partie de § est appelé
événement.

Exemples

— Dans le jeu de la piéce de monnaie lancée trois fois,I’événement " pile sort en premier

" est {PPP, PPF, PFP, PFF}.

— Au jeu de dé I’événement " résultat pair " est {2,4,6}.
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FEvénements particuliers

- @ est dit événement impossible.

- ) est dit événement certain.

- Deux événements A et B sont dits disjoints ou incompatibles si I’événement ” A et B
” est impossible, c’est a dire AN B = &.

- Chaque partie de Q possédant un seul élément ( un singleton ) est appelé événement
élémentaire, les événements élémentaires sont disjoints deux & deux.

Exemples

Dans le jeu de la piéce de monnaie lancée trois fois :

— 1) L’événement caractérisé par " sortir cinq fois pile " est impossible. De méme
I’événement " obtenir une fois pile et deux fois pile " est impossible.

— 2) Les événements " obtenir une fois pile " et obtenir deux fois pile
tibles.

" sont incompa-

2.3 Probabilité

2.3.1 Définitions et propriétés
Définition 2.3.1. Une probabilité p est une application de P(Q2) dans [0,1] qui vérifie :

et pour tout couple d’événements tels que ANB = ona :
p(AUB) =p(A) + p(B)

On appelle espace probabilisé le triplet (Q, P(Q),p), si Q est fini on dit que (2, P(Q),p) est
un espace probabilisé fini.

Exemple

On lance une piéce de monnaie une fois.
Ici Q={P,F}
L’application :
p: P(Q)
P
F

1]

[

est une probabilité et (2, P(€2),p) est un espace probabilisé fini.
Proposition 2.3.1. Soit (2, P(Q2),p) est un espace probabilisé.
1. VA,B € P(Q), p(AUB) = p(A) + p(B) — p(AN B).
2. VA, B € P(Q) tels que A C B, p(A) < p(B).
3. VA€ P(Q), p(A) =1 —p(A), avec A=Ch

16



Démonstration :

1. VA,Be P(Q) ona:

AUB)=(A-B)U(B—A)U(ANB)
et les trois parties A— B, B— A, AN B sont deux a deux disjointes .
On a donc :
p(AUB) =p(A—B)+p(B - A)+p(ANB)

D’autre part :

A=(A-B)U(ANB) et (A—B)N(ANB)=0

B=(B-AU(ANB) et (B-A)N(ANB)=0

On a alors :

p(A) = p(A— B) +p(AN B)

p(B) = p(B = A) +p(AN B)
En portant les valeurs p(A — B) et de p(B — A) dans (1), on a :

p(AUB) =p(A) —p(ANB) +p(B) —p(ANB) +p(AN B)

d’ou :

p(AUB) =p(A) +p(B) — p(AN B)

2. Soit A, B € P(Q) tels que A C B.
Ona: B=AUL§=AU(B—-A) et Aet B— A sont disjoints, donc :

p(B) =p(A) +p(B—A) > p(A) (carp(B— A) >0)

3. =AUA, donc -
1= p(Q) = p(A4) +p(4)

0

Définition 2.3.2. Soit (2, P(2),p) un espace probabilisé fini, posons Q = {a1,as, ..., an}.
On dit que les événements élémentaires sont équiprobables si tous les p({a;}) sont égau.

Proposition 2.3.2. Soit (2, P(Q),p) est un espace probabilisé fini tel que les événements
élémentaires soient équiprobables. On a alors :
-Va € Q,p({a}) = 3

. 9 — . ) . _ p _ cardA __ nombre de cas favorables
Si A= {azl’aw’ e aZP} C Q’ p(A) T n T cardQ T nombre de cas possibles

17



Preuve :

-On a: Q={ay,as,...,a,}, donc :

1= p({m}) +p(fa)) + o+ pl{an)), don Vip(fad) =

: p(A) :p({aiuaiza --'7aip}) = k% =k O

n
Exemples

1. L’exemple deja étudier d’une partie de pile ou face trois lancers est un cas particulier
ou les événements élémentaires sont équiprobables.

2. Considérons le jet d'un dé a six faces numérotés de 1 & 6. Si le dé & une forme
réguliére ( cube ) et s'il est fait d’'une matiére homogeéne, chaque numéro a la méme
probabilité, c’est %. ce pendant on peut fabriquer des dés ou le centre de gravité
n’est pas & la méme distance de chaque face. Dans ce cas il faudra rejeter 'hypothése
d’équiprobabilité.

3. Si on lance un dé truqué comporte les numeéros 6,1,2,3,4,5,6, dans ce cas 2 =
{1,2,3,4,5} mais les événements élémentaires ne sont pas équiprobables : la proba-
bilité de ” sortir 6 ” est le double de celle ” sortir 1 .

2.3.2 Exercices résolus

Exercice 2.1.

p est une probabilité définie sur l'univers Q = {w1,wa, w3, ws,ws, we}. Le tableau ci-dessous
indique les probabilités des événements élémentaires :

Wl | W2 | W3 | W4 | W5 | We
4 I 1 | I
Pil15 | T | 3 1212 1Y

Calculer x et y, pour que :

p({w1,w2,ws}) = 2p({ws, ws, we }).-

On a d’une part :

STIPAE SIS S b= 2
15 P T T YT T T = g
d’autre part :
i +1—2(1+1+) L st
Ty T A T Y Mg TP T g T
3 1

L’unique solution est x = 55 et y =3
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Exercice 2.2.
p est une probabilité sur l'univers Q2. A et B sont deux événements tels que :

Calculer p(AN B), p(AUB), p(BN A), p(AN B).

-ANB et ANB sont deux événements incompatibles dont la réunion est A, donc :

p(A) =p(AN B) +p(AN B),

d’ou {1 1
ANB)=-——-="=
-p(AUB) =p(4) + p(B) —p(ANB) , dou
17
AUB) = —
p( )= 135

-p(BNA)+p(BNA)=p(B), donc p(BNA) =

-ANB=AUB, doncp([lﬂB)zl—p(AB):%.

Exercice 2.3.
On lance deux fois de suite une piéce de monnaie. Déterminer [’ensemble € pour ce jeu,
puis P(Q) et indiquer pour chaque partie de Q2 la probabilité associée.

11 est clair que
Q={P F}x{P,F} ={(P,P),(P,F),(F,P),(F,F)}
et
P(Q)=AuBUCUD

avec

A={2,Q}

B = {(P, P)},{(P, F)},{(F, P)},{(F, F)}}
C={(PP),(P,F)},{(P,P),(F,P)},{(P,P),(F,F)},{(P,F),(F, P)},{(P, F), (F, F)},{(F, P), (F, F)}}
D ={{(P,P),(P,F),(F,P)},{(P,F),(F,P),(F, F)},{(F, F), (P, P), (P, F)},{(F, F), (P, P), (F, P)}}

On suppose que les deux dés ne sont pas truqués, donc, par équiprobabilité, on a :

VE € P(Q), p(E) =<2 dop

p(2) =0 et p(@) =1

1
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VE €D, p(E) = —
, P ~ 16

Exercice 2.4.
Une urne contient 1 boule noire, 2 boules rouges, 3 boules vertes.

1. On préléve successivement et sans remise deux boules de l'urne et on note leur cou-
leur. On suppose que tous les tirages sont équiprobables. Quelle est la probabilité des
événements suivants : A : 7 obtenir deux boules vertes” B :” obtenir au moins une
boule rouge ” C :7 obtenir deuz boules de couleurs différentes ”.

2. Mémes questions qu’au 1) On préléve successivement deuz boules avec remise (la
premiére est remise dans l'urne avant le tirage de la deuziéme ).

3. Mémes questions, en supposant que l'on préléve deux boules simultanément.

Solution

Pour distinguer les boules de méme couleur, on suppose que les boules sont numérotées
va RZa R37 ‘/43 VY57 ‘/23

1. Soit Q l'univers associé & ce premier type de tirage, donc cardf) est le nombre d’ar-
rangements de deux éléments ( les deux boules tirées ) d’un ensemble a six éléments
('six boules dans I'urne ) donc cardQ =A2 = 6 x 5 = 30.

- Pour que A soit réalisable il faut tirer deux boules vertes successivement et sans
remise, |'urne contient trois boules vertes, donc cardA=3 x 2 = 6.
D’ou :

6 1

p(A):%:g

- De méme p(B) = 1 — p(B), B : 7 aucune boule rouge ”. Pour que B soit réali-
sable il faut tirer les deux boules, successivement et sans remise, parmi les 4 boules
N1, Vi, Vs, V. donc cardB = 4 x 3 = 12

D’ou

2

_ 12 3
p(B):l—p(B):l—%zg
-p(C) =1—p(C) avec C : 7 deux boules de mémes couleurs ”
C = (01 UCy ( réunion disjointe )
avec : C : 7 obtenir deux boules vertes 7 5 : 7 obtenir deux boules rouge ” donc
cardC=2x1+3x2=8 et

8 11
O)=1-2> - =
r(C) 30 15
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2. Ici cardf? est le nombre d’application d’un ensemble de six éléments dans un ensemble
a 2 éléments, donc cardQ) =62 = 36.

De facon similaire, on trouve cardA=3 x 3 = 9 et cardB=4 x 4
Pour C, on a C' = C; U Cy U C5 ( réunion disjointe ) avec :

C : 7 obtenir deux boules vertes ”

C5 : 7 obtenir deux boules rouge ”

C3 "obtenir deux boules noires "

D’ou
cardC = cardCi + cardCy 4+ cardC3 =3 x3+2x2+1x1=14
Ainsi
9 1 16 5 - 14 11
A= —=-pB)=1——=—, et =1- =1—-—=—.

3. On obtient exactement les mémes résultats qu’a la question 1); lordre des boules
tirées n’intervient pas; cardQ = (2 = 15, donc il y a 15 issues possibles dont 3
réalisent A, 6 réalisant B et 4 réalisantC'.

Exercice 2.5.

Est-il probable d’amener au moins une fois un six avec un dé en quatre coups que d’amener
un double six au moins une fois avec deur dés en 24 coups ? (On suppose que les dés ne
sont pas truqués)

Solution

Avec un dé :

L’expérience consiste a lancer quatre fois un dé et a noter les numéros obtenus; €2 est
'ensemble {1,2,3,4,5,6}*, donc cardQ = 6.
Soit A I'événement : " obtenir au moins une fois 6 "; alors A = {1,2,3,4,5}*
donc cardA = 5% et p(A)=1— 2—1 =0.5177

Avec deux dés (un bleu et un noir ) :

L’expérience consiste a lancer 24 fois les deux dés et a noter les couples (b, n) obtenus;
b désigne le numéro obtenu avec le dé bleu et n avec le dé noir. Il y a 62 = 36 couples
possibles et cardQ = 362, Soit B 1’événement : ” obtenir au moins une fois un double 6”;
cardB = 35%* donc p(B) =1 — % =0.4914

Conclusion :

Il est plus probable d’amener au moins une fois un six avec un dé en quatre coups que
d’amener un double six au moins une fois avec deux dés en 24 coups.
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2.4 Probabilité conditionnelle

2.4.1 Définitions et propriétés

Proposition 2.4.1. Soit (Q, P(2),p) un espace probabilisé et B un événement de proba-
bilité non nulle. la probabilité de A sachant que B est réalisé est le nombre noté p(A/B)

ou pp(A), donné par p(A/B) = (?EB).
—

)
L’application : p, : P(Q) —— [0,1] est une probabilité sur Q@ : C’est la probabilité

conditionnelle sachant B.

Démonstration :
QNB
9, () =25 = B = !
e VA A CQ, telsque ANA' =0 ona:
ANA"NB ANB)N(A'NB p(ANB A'NB
pB(AﬂA/) p[( Q(B))m 1 _ P[( np)(';() NB)] _ (p(m)) + P(p(g) ) :pB<A) +pB(A/) 0
Exemple
On tire une carte d’un jeu de 32 cartes :
A 1|R|D|V|10|9|8]|T7
Cl1|R|D|V |10]9]|8 |7
SI1|R|D|V|10[9 |87
&|1|R|D|V|10]9 |87

On considére les trois événements :

R:7 tirer un roi”

T :7 tirer un trefle”

RNOT :"tirer un roi de tréfle”

Ici cardQ =32 p(T) = & =1, p(RNT) =35 et p(ﬁ%ﬂ =

On arrive maintenant & savoir, avant de découvrir la carte, qu 11 s’agit d’un tréfle. Dans
ce cas 'espace des événements est Q' = {1, R, D, V,10,9,8,7} ( les huit cartes de trefle )

Donc tirer un roi dans ces conditions-1a est un événement de €. C’est tirer un roi

sachant que 'on tiré un tréfle. Cet événement est noté R/T et p(R/T) =

On a bien p(R/T) = 1?;?).

Remarques

- 11 est parfois aisé de déterminer p(A/B). On peut alors déduire P(AN B) en écrivant
P(AnB)=P(A/B) x P(B).
- De méme, si P(A) #0,P(ANB) = P(B/A) x P(A).

Proposition 2.4.2. Soit A et B deuz événements d’un espace probabilisé (2, P(Q2),p) tels
p(A) #0 et p(B) # 0, il y a équivalence entre les propriétés suivantes :

1. P(A/B) = P(A)

2. P(ANnB) = P(A) x P(B)

3. P(B/A) = P(B).
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2.4.2 Formule des probabilités totales

Définition 2.4.1. Soit A1, Ao, ..., A, des événements d’un espace . On dit que A1, Ao, ..., Ay,
forment une partition de Q si :

1)Vie{1,2,..,n}, A; # 0.

2)Vi,j€{1,2,...,n}, sii# j alors A;NA; =1

3) AjUAsU...UA, =0

Exemple

Dans une urne on dépose 7 boules rouges, 4 boules noires et 2 boules vertes. On tire
successivement deux boules sans les remettre dans I'urne. Pour ¢ = 1 ou 2, on note : R;
’événement ” tirer une boule rouge au ™€ tirage ” N; événement ” tirer une boule noire
au i€ tirage 7 V; I'événement ” tirer une boule verte au i“™¢ tirage ” On a :

1) R £0, Ny #0, Vi #£0

2) Rlﬂlew, VlﬂRlzw, NNV =0

3) RiUNUV =0

N1, Vi, Ry forment une partition de €.

De méme No, Vo, Ry forment une partition de €.

Proposition 2.4.3. (Formule des probabilités totales)
Soit A un événement d’un espace probabilisé (2, P(2),p) et Ay, Aa, ..., Ay, des événe-
ments formant une partition de ). Alors :

i=n

P(A) = 3 p(A/A;) x p(A))

i=1

Preuve :

p(A) = p(ANQ) car ACQ
p(AN(A1UAU...UA,)
p((ANA)U(ANA)U...U(ANA,))
(

(

p(ANA)+p(ANA)+...+p(ANA,)) car Aj, Ag, ..., A, sont deux a deux disjoints
p(A/A1) x p(A1) + ... + p(A/An) X p(Ay) car p(AN B) = p(A) x p(B).

Exemple

Un individu est choisi au hasard dans une population possédant la proportion p €]0, 1]
de tricheurs. On fait tirer une carte d’un jeu de 52 cartes cet individu et on admet que si
cet individu est un tricheur il est sur de retourner un as. Quelle est la probabilité que cet
individu retourne un as?

Soit T I’événement ” 'individu choisi est un tricheur 7, et A ’événement ” I'individu
retourne un as ”.
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Q=TUT,

ainsi :

p(A) = p(T)p(A/T)+ p(T)p(A/T)

1

= pl+(1—p)—
p.1+( m13

_1+12p

- 13

(p(A/T) = %, si Vindividu ne triche, il 4 chances sur 52 de retourner un as )

Proposition 2.4.4. (Formule de Bayes)
Sous les mémes conditions de la proposition précédente, si de plus p(B) > 0, on a, pour
tout entier k € {0,1,...,n}, identité :

p(B/Ag) x p(Ay)

p(Ax/B) = —
;p(B/Ai) x p(4i)
Preuve :
VEk € {0,1,...,n}, on peut écrire :
_ p(BNAy)
B = PEC

_ p(B/Ag)p(Ag)

3 p(B/A) x p(4)

Exemple

Un maitre et son éléve tirent & ’arc sur une cible. La probabilité pour que l'arc aille
a l'éléve est 0.8; dans ce cas, la probabilité que la fléche aille au but est 0.5. Par contre,
si la fleche est tirée par le maitre, la probabilité de succeés est 0.7. Une fleche part au but ;
quelle est la probabilité qu’elle ait été tirée par le maitre?

Notons :

A” Parc va au maitre ”

B ” la fléeche va au but ”

Donc la probabilité demandée est la propbabilité conditionnelle p(A/B).

p(B/a)p(A)
p(B/a)p(A) +p(B,z)p(A)
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2.5 Indépendance

Soit A et B deux événements de probabilités non nulles.

Remarquons que si la réalisation de I’événement B (p(B) # 0) n’agit pas sur la proba-
bilité de la réalisation de I’événement A (p(A) # 0), c’est & dire p(A/B) = p(A), alors la
formule des probabilités composées devient :

p(AN B) =p(A) x p(B)

Définition 2.5.1. Deuz événements A et B d’un espace probabilisé (2, P(Q2),p) sont dits
indépendants si p(AN B) = p(A) x p(B).

Remarques

- L’indépendance est une relation symétrique entre les événements.
- Si p(A) = 0 ou p(B) = 0, les deux événements sont indépendants (p(4A N B) =

p(4) x p(B) = 0)

Exemples

1. On tire une carte d’un jeu de 32 cartes. On considére les trois événements :
R :7 tirer un roi”
T :7 tirer un trefle ”
RNT :7tirer un roi de treéfle ”

Les événements R : 7 tirer un roi 7 et T : ” tirer un tréfle” sont indépendants, en
effet :
p(B) = Lp(T) = § et p(RAT) =
8’ 4 32’
donc

p(RNT) = p(R) x p(T).

Autrement dit, savoir ou non que 7' est réalisé n’intervient pas dans la probabilité
de R.

2. Considérons les différentes répartitions possibles des sexes des enfants d’une famille
ayant n enfants.

Considérons I'événement M :” la famille a des enfants de deux sexes ” et I’événement
F .7 la famille a au plus une fille ”.

Notons F,, I’ensemble de ces répartitions. cardf , = 2".
Cas:n=2

Fa2= {(GaG)v(GaF)v(F’G)v(F’F)}
Alors

M = {(G,F),(F,G)},F = {(G,G),(G,F),(F,G)} et MONF =M

d’ou
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2 1 3 1
M)y===2p(F)=",p(MNF) ==
p(M) =7 =5,0(F)=,p(MNF) =5

d’ou p(MNF)#p(M).p(F), M et F ne sont pas indépendants dans ce cas.

Cas: n=3
On a dans ce cas :

rFs=AH(G,G,G),(GG,F),(G,FF),(F,G,F),(FG,QG),(FFG),(G,FG),((FFF)}

M = {(G,G,F),(G,F,F),(F,G,F),(F,G,G), (F,F,G), (G, F,G)}
F={(G,G Q) (GG F),(FGG), (G FG))}

et
MnF={G,G,F),(FGQG),(G,FQG)}
don 6 3 4 1 3
M)=—-=- F)=— = — M F)=—
p(M) 5 4,p() 3 2,p( NF) 3

Dans ce cas p(M N F) = p(M).p(F). M et F sont indépendants.

Exercice 2.6.
Montrer que , pour n > 3, M et F' ne sont pas indépendants.

Proposition 2.5.1. Soient A et B deux événements d’un espace probabilisé (Q, P(2),p).
Si A et B sont indépendants, alors A et B sont indépendants. De méme pour les événements
A et B et pour les événements A et B.

Preuve :

On a A= (AN B)U (AN B) et cette réunion est disjointe, d’otl
p((AnB) = p(A)-p(ANB)

= D

= D

= D

donc les événements A et B sont indépendants, et par symétrie A et B sont aussi indépen-
dants. Comme B et A sont indépendants. alors B et A sont indépendants. O

Définition 2.5.2. Soit (Ay)i<k<n une suite finie d’événements d’un espace probabilisé
(Q, P(Q),p). On dit que les événements Ay, As, ..., Ay, sont mutuellement indépendants si
pour toute suite finie A;,, As,, ..., Ai, d’événements distincts, on a :

p(Ail N AZ‘2 Nn...N Azk) = p(Ail).p(Ai2) ..... p(A)Zk
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Remarque

Si les événements A1, Ao, ..., A, sont mutuellement indépendants, alors ils sont indé-
pendants deux & deux, mais la réciproque est est fausse en général. Voici un contre exemple.

Exemple

On lance deux dés non truqués dont les résultats sont notés a et b. Considérons les
événements suivants A = {a pair }, B = {b impair } et C' = {a et b de méme parité} On
a:p(A)=pB)=p(C)=73 et p(ANB) =p(ANC)=p(BNC) =} donc A, B et
C sont deux & deux indépendants, mais p(ANBNC) =0 # % : A, B et C ne sont pas
mutuellement indépendants.
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Chapitre 3

Variables aléatoires réelles

Contents
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3.1 Loi de probabilité d’une variable aléatoire

3.1.1 variables aléatoires

Définition 3.1.1. On appelle varaible aléatoire réelle ( en abrégé v.a.r ) toute application
de © dans R.

Notations

Soit X une variable aléatoire réelle de 2 dans R :

Y(z) = {w e Q/X(w) =z} se note X = .

YJa, +oo]) = {w € Q/X(w) > a} se note X > a.

Ya,b]) = {w € Q/a < X (w) < b} se note a < X < b.
(I

Y-
Y-
Y-
X71(] = 00,a]) N X71(] — 00,b]) se note (X < a, X <b).

1.
2.
3.
4.

Exemples

1. On lance une piéce de monnaie, l'univers associé a cette expérience est ) = {P, F'},
soit X la variable définie par X ({P}) =1 et X({F}) = 0, alors

2. Soit une urne a deux catégories contenant des boules blanches en proportion p et
des boules noires en proportion 1 — p. On tire de cette urne n boules avec remise, a
chaque tirage w de n boules on peut faire correspondre le nombre X (w) des boules
blanches obtenues. Dans ce cas on a X () = [0, n].
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3. Un tournoi de football se joue entre quatre équipes. Chaque équipe doit rencontrer
une fois et une fois seulement les trois autres. A chaque match, on attribue 2 points
a l'équipe gagnante, 0 point a I’équipe perdante et 1 point & chaque équipe s’il y a
match nul.

Soit X le nombre de points marqués par une équipe donnée a la fin du tournoi. Ici

X(Q) ={0,1,2,3,4,5,6}.

3.1.2 Loi d’une variable aléatoire
Proposition 3.1.1. ( et définition ) Soit X une v.a.r définie sur (2, P(2),p), alors
Uapplication :
px: X(Q) — [0, 1]
a — pX=aqa

est une probabilité sur X (), s’appelle la loi de probabilité de X. On dit aussi que la v.a.r
X suit la loi de probabilité px .

Démonstration :

e Ona:

donc

Px(X(@) =Y p(X =a) =1

a€ef)

e Soient B et B’ deux parties disjointes de X (£2), donc ils existent deux parties disjointes
Aet A de Q tels que : X(A) = Bet X(A') = B, donc :

px(BUB) = p( |J X=a)

o

s e
Shes
o+

=25
=%
—|—\_/
S

g

B

Exemple

Un sac contient six jetons : deux jetons portent le numéro 1; trois portent le numéro
2; un jeton porte le numéro 3.

On suppose que les jetons ont méme probabilité d’apparition.

On tire simultanément trois jetons du sac. Soit X la v.a.r associée a la somme des
nombres portés par les jetons tirés.
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Déterminer la loi de X.
L’univers 2 associé a cette épreuve est 'ensemble des parties a trois éléments (jetons)
parmi les six que contient le sac.
D’ou :
cardQ) = B3 = 20

On peut avoir des types d’éventualités suivants :
{1,1,1},{1,2,2},{1,1,3},{1,2,3},{2,2,2},{2,2,3}

Donc X prend les valeurs : 4,5,6,7, ¢’est-a-dire X(Q) = {4,5,6,7}.

=g = 2B
px—p - HEEH T
por—gy =BG 7
px=n = G2

La loi de probabilté de X se résume dans le tableau suivant :

EX(Q) | 4]5]6]7
3 7 7 3
pP(X =) | 55 | 25 | 20 | 30

3.2 Caractéristiques d’une variable aléatoire

3.2.1 Fonction de répartition

Définition 3.2.1. Soit X une v.a.r définie sur un espace probabilisé (Q2, P(2),p), on ap-
pelle fonction de répartition de de X la fonction numérique Fx définie sur R par :

Vo € R, Fx(z) = p(X < z)

Exercice 3.1.
Un sac contient 3 boules rouges et 3 boules vertes. On tire une a une les 6 boules du sac (
sans remise )

Soit X la v.a.r qui a chaque tirage des sixz boules associe le nombre de boules vertes
tirées avant l'apparition, pour la premiére fois, d’une boule rouge.

1) Quelles sont les valeurs prises par X ?

2) Quelle est la loi de X ¢

3) Définir la fonction de répartition de X .
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Solution

1. Le résultat de cette épreuve est une permutation des 6 boules et, si on désigne par
Q 'univers des éventualités, alors :

cardS) = 6!

Il est évident que X (Q2) = {0,1,2,3} ( car la premiére boule rouge peut apparaitre
au 1¢" tirage ( alors X = 0), ou au 2™€ tirage ( alors X = 1), ou au 3™ tirage ( alors
X =2) ou au 4™¢ tirage (alors X = 3))

2. p(X =0) = p(Ep)
FEy étant 'événement constitué des permutations des 6 boules du sac ol une rouge
figure en 1¢" position, donc
cardEy = C15!

(C est le nombre de choix de la boule rouge tiré¢ la 1° fois, 5! est le nombre de
permutations des 5 autres boules ), alors :

350 1

X=0)=—=-=-
p( )= =3
p(X =1) = p(En)

FE1 étant I'événement constitué des permutations des 6 boules du sac ou figure une
verte en 1¢" position, et une rouge en 2° position, donc

cardEy = C3C34!

( % pour la verte tiré la 1° fois, é pour la rouge tirée la 2° fois, 4! est le nombre de
permutations des quatre autres boules ), donc :
1Pl
CiCi4l 3

X:l: = —
p( ) 6! 10

p(X = 2) = p(Er)
FE5 étant ’événement constitué des permutations des 6 boules du sac ot figurant une
verte en 1¢" position, une verte en 2° position et une rouge en 3° position, donc

cardFy = A3C13!

(A% correspondant aux arrangements des deux boules vertes figurant en 1 et 2 posi-
tions, Cil,, correspond a la rouge tirée la 3° fois, 3! est le nombre de permutations des
trois autres boules ), donc :

A3C33! 3

6! 20

(X =2)=
p(X =3) = p(E3)

FE5 étant I’événement constitué des permutations des 6 boules du sac ou figurant les
trois vertes suivies des trois rouges ), donc card E3 = 3!3!
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(3! désignant le nombre de permutations des trois boules vertes ou des trois boules

rouges ), on a :

313! 1
X = 2 = — = —
P =2 =" =5

La loi de probabilité de X est résume dans le tableau suivant :

Fex@ o[ 123
pPX =k 515140

. Fonction de répartition de X. Soit z € R
Siz <0, Fx(z) =0
Size0,1], Fx(z)=p(X =0) =3
Size[l,2[, (X<z)=(X=0)U(X =1) (réunion disjointe ) donc :

8

Fx(z) =p(X <2) = p(X = 0) +p(X = 1) = 15

Size2,3] (X<z)=(X=0)U(X=1)U(X =2) (réunion disjointe ) donc :

19

Fx(z)=p(X <2)=p(X =0)+p(X =1)+p(X =2) = 20

Stz e 3,+0] X <z)=X=0UX=1)U(X =2)U(X =3) ( réunion
disjointe )donc :

Fx(a)=p(X <) =p(X =0)+p(X = 1) +p(X =2) 4 p(X =3) = ) =1
D’o’u
0 si x<0
Losi 2ze0,1]
Fx(z) = 1%8 st xell,2]
3 si x€ 2,3
1 sz >3

Théoréme 3.2.1. Soit X une v.a.r. et soit Fx sa fonction de répartition. Alors F'x posséde
les propriétés suivantes :

1) F est une fonction croissante ( au sens large )
2) F est continue a droite en tout point de R.
3) lim Fx(z)=0et lim Fx(x)=1

T——00 T—+00

Proposition 3.2.1. Soit X une v.a.r. et soit Fx sa fonction de répartition. On a :

1) Va,b e R,a <b,Pla<X <b)=Fx(b) — Fx(a)
2)Va € R,p(X =a) = Fx(a) — Fx(a™), (Fx(a™) = lim Fx(z))

r—a~—
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3.2.2 Espérance mathématiques ( la moyenne )

Définition 3.2.2. Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé fini
(Q, P(),p) avec X () = {z1,x2,...,zn}. On appelle espérance mathématique de la v.a.r
X le nombre noté E(X), défini par :

E(X)= ixip(X = x;)
i=1

Proposition 3.2.2. Soit X une v.a.r et U une fonction de R dans R, définie sur Dx. On

a
i=n

E(U(X)) =) _U(z:)p(X = ;)

i=1
avec X (Q) = {x1,z2,...,xn}
En particulier si Y = aX + b, alors E(Y) = aE(X) + b.

Définition 3.2.3. Soit X une v.a.r, on pose Y = X — E(X).
Y s’appelle la v.a.r centrée associée 4 X, on a E(X) =0.
De maniére générale si E(X) =0, X est dite centrée.

3.2.3 Variance et Ecart-type

Définition 3.2.4. Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé fini
(Q, P(©),p) avec X(Q) = {w1, 22, .0},
- On appelle variance de la v.a.r X le réel noté Var(X), défini par :

1=n

Var(X) = Z[x — E(X)Pp(X = ;)

- On appelle écart-type de X le nombre o(X) défini par :
o(X)=+/Var(X)

Remarque

1. La variance est un nombre positif car Var(X) = Y20z — E(X)]>p(X = 2;) : Clest
la somme de produits positifs [z; — E(X)]? et p(X = x;).
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2. La variance peut étre calculer autrement : En effet :

1=n

Var(X) = ;[m — E(X)P’p(X = ;)
— ii[x? — 25, B(X) 4+ E*(X)|p(X = ;)
= ix?p(X =1;) — 2B(X) ixip(X = ;) + E*(X) iip(X = ;)
= E(X?)-2E*X) + E*(X) (izznp(x =) =1)
i=1

= E(X?) - E*X)

d’ou :

Var(X) = BE(X?) — E*(X)

Proposition 3.2.3. Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé
fini (Q, P(Q),p) et a,b des réels, alors :

Var(aX +b) = a*Var(X) et o(aX +b) = |a| o(X)
Démonstration :

On a d’une part :

Var(aX +b) = E[(aX + )% — E*(aX +b)
= @’B(X?) +2abE(X) 4+ b* — a’E*(X) — 2abE(X) — b*
a’[B(X?) - E*(X)]

= a*Var(X)
et d’autre part :
olaX +b) = Var(aX +b)

= Va*Var(X)

= |a|/Var(X)

= lalo(X)

H

Définition 3.2.5. La wvariable aléatoire Y = X;(EX()X) est appelé la variable centrée-

réduite associée a X.

Proposition 3.2.4. La moyenne d’une v.a.r centrée-réduite Y est nulle et sa variance est
égale @ un, de méme E(Y?) =1
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Démonstration :

- B(Y) = BCSESY) = S551B(X) - E(B(X))] = 55[B(X) = B(X)] =0

-Var(Y) = (5 1X )2Var( )=1 (car Var(Y) = o?(Y))

Var(Y)=1=EY?) -E*(Y)=1=E(Y?) =1 O
Exemple

Dans I'exemple précédent, Exercice 3.1, on a :

E(X) = Z kp(X
keX (2
1 3 3 1
= 41X —4+92%x — -
0><2+ ><10—|— 204—3><20
_ 3
4
B(X?*) = > ¥
keX(Q)
1 3 3 1
_ 412w 2492y 2 2 o
O><2—i— ><10—|— 20+3 20
_
20
Done 97 3. 63
X)=E(X2) —(B(X))? =2 —(2)y2= 2
Var(X) (X7) = (B(X)) 50 (4) 20
et

o(X) = /Var(X) = 0.88741

La variable Y = X;(EX()X) = \@4){773 est une v.a.r centrée réduite.

3.2.4 Inégalité de Bienyamé-Tchebychev

Proposition 3.2.5. Soient X une v.a.r sur un univers ) fini, m sa moyenne et o son
écart-type. Alors, pour tout nombre réel strictement positif € :

[\

2

pIX—mze) <%

preuve :

Nous savons que :

= Z (X (z;) —m)*p(X = 2;) avec Q= {x1,29,...,2,}
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On pose :
Y =|X-m|>e={2; €Q/ | X(z;) —m| > ¢}

alors
o = D (X(:) —m)’p(X =)
$iEQ
> Ep(V)p(X = ;)
> Ep() =p(|1X —m| > ¢)
d’ou
o2
pX—mlze) <%
U
Remarque

En considérant I’événement contraire ', nous obtenons I'inégalité suivante :

2
o
p(|X—m|<€)21—€—2

2

En effet, 1 — p() > 1 - %, cest-a-dire p(|X —m| <) >1- % (= |X —m| <e)

3.3 Lois usuelles

3.3.1 Loi uniforme
Soit X une variable aléatoire sur un univers Q avec X () = {x1,x2, ..., x5}

Définition 3.3.1. On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur X () et

on écrit X — U, sip(X =x;) = 2.

On a:

Cas particulier :
Si X(Q) ={1,2,...,n}, alors la loi de X peut étre facilement résumée par :
- P(X =x;) = %, 1=1,2,...n
CB(X) =
-Var(X) = ”2151

3.3.2 Lois de tirage avec remise
Loi de Bernoulli

Définition 3.3.2. On dit qu’une variable aléatoire X est une v.a.r de Bernoulli si elle
ne prend que deux valeurs 0 et 1 avec des probabilités non nulles. On dit X suit la loi de
Bernoulli de paramétre p et on écrit X — (3(1,p)
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Exemple

On lance une piéce de monnaie ot la probabilité d’amener pile est notée p €]0,1[. La
v.a.r X définie par X = 1 si le résultat est pile et X = 0 sinon. X est une v.a.r de Bernoulli.

Proposition 3.3.1. Soit X — ((1,p), alors

E(X)=01—-p)+1p=p et V(X)=(0—p)*(1—p)+(1—p)*p=p(l—p)=pq

Loi binomiale ( Schéma de Bernoulli )

On dispose d’une urne qui contient deux types de boules, des noires et des blanches
par exemple.

Dans cette urne, la proportion des boules blanches est p, celle des noires est ¢ =1 — p.

Chaque fois que 'on tire une boule, on la remet dans 'urne. On a, & chaque tirage, la
probabilité p(B) de tirer une boule blanche est p(B) = p et celle de tirer une boule noire
est p(N)=qg=1—p.

Cette situation illustre ce qui porte le nom de schéma de Bernoulli :

Définition 3.3.3. Une épreuve donne lieu & deux issues possibles B ( succés) et N (échec).
La probabilité du succés est p et celle d’échec est g =1 — p cette épreuve est exécuté n fois.

On dit qu’on a confronté a un schéma de Bernoulli caractérisé par les nombres n
(nombre d’épreuves) et p ( probabilité de succés a chaque épreuve )

Univers associé a4 un schéma de Bernoulli

Soit un schéma de Bernoulli de parameétres n et p.
Chaque série de n tirages peut étre résumée par une liste de n lettres, chacune étant
B ou N.

Il y a donc 2" listes possibles qui sont les événements élémentaires.

Proposition 3.3.2. Un schéma de Bernoulli de paramétres n et p donne liew & un univers
Q, ayant 2" éléments.

Soit X la variable aléatoire qui donne le nombre de boules blanches obtenues & la fin
de ces n tirages. Nous avons :

X(Q,) ={0,1,...,n}
Théoréme 3.3.1. Dans un schéma de Bernoulli de parameétres n et p , étant donné k
entier compris entre O et n, la probabilité de I'événement (X = k) est CEpF(1 — p)n=F
Démonstration :

En effet : L’événement (X = k) est formé de CF événements élémentaires. Etudions, par
exemple, I’événement élémentaire B...B N...N Chaque tirage d’une boule est indépendant
S~ Y~

k fois n—k fois

des autres, il vient alors p(B...BN...N) = p..p q...q = pF(1 —p)"~F
~ —~~

k fois n—k fois
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D’autres part les Cf événements élémentaires qui constituent (X = k) ont la méme
probabilité, car le nombre de lettres B est le méme dans tous les cas. Seul ordre qui
change, c’est-a-dire P(X = k) = CFpF(1 — p)n=F 0
Définition 3.3.4. étant donné un schéma de Bernoulli de parameétres n et p, la probabilité,
sur l'univers Q, qui lui est associé, définie par p(X = k) = CEp¥(1—p)"~* porte le nom de
la loi binomiale. On la note B(n,p) et on dit que X suit une loi binomiale de paramétres
n etp . On écrit X — B(n,p)

Exemple

Supposons que dans des conditions normales de fonctionnement, la quantité de piéces
défectueuses usinées par une machine est 1%.

En considérant que la machine est bien réglée, le nombre X de pieces défectueuses dans
une caisse de 100 piéces, suit la loi £(100,1072).

La probabilité pour qu’il y ait moins de 2 piéces défectueuses dans la caisse est donc :

1-p(X<2) = 1-p(X=0)-p(X=1)
= 1-0%,0.01°(1 — 0.01)'%° — C},,0.01' (1 — 0.01)%
= 1-0.990 _0.99%
0.26424

Exercice 3.2.
Dans un groupe de 100 personnes, quelle est la probabilité pour que 2 personnes exactement
soient nées le méme jour ?

Solution

On suppose que :

- La probabilité de naissance est le méme toute ’année

- Il y a indépendance entre les naissances.

- Il n’y a pas d’anniversaire le 29 février ( On ne tient pas compte des années bissextiles
)

Pour un jour donné, a chaque individu, on associé une v.a.r de Bernoulli égale a 1 si
son anniversaire, 0 sinon.

Le nombre de personnes nées ce jour la est donc une variable binomiale X (100, p)
avec p = %5.

La probabilité cherchée est donc :

p(X =2) = Cfep*(l—p)™
1 1 1
— M(i)Q(l — 7)98
2 365 365
= 0.0284

Proposition 3.3.3. Soit X — B(n,p) alors E(X) =np et V(X) = npq
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Démonstration :

- Par définition, on a :

B(X) =) kp(X =k)=>_ kp*1—p)"*=> kip*1 —p)"*
k=0 k=0 k=1

(le 1¢ terme est nul ) et

n!
K = (k— Dl(n—k)!
donc
E(X) . i (n B 1)! k—l(l - )n—k:
P =D - R P
n—1
- "p; z’!(o(zn _zl)!l)!pz(1 T
= np(p+1-p)"*

- On peut écrire :

Var(X) = B(X(X —1))+ E(X) — E*(X)

Calculons E(X (X —1)).
E(X(X -1) = > k(k—1Cp"1—-p)""
k=0
n
= Z k(k —1)CFp*(1 — p)"*(les deux premiers termes sont nuls)
k=2
mais

k(k —1)C% = n(n —1)CF—2

donc

E(X(X-1) = nn-1)) CF2pk@a —pn*

k=2
= n(n—1)p Z Cr2pf=2(1 — p)nFk
k=2
n—2 ‘
= n(n—1)p? Z C_op'(1—p) "2 (avec i=k—2)
=0
= n(n-1p*(p+1-p)""°
= n(n—-1)p°
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D’ou :

Var(X) = E(X(X — 1)) +np — n°p* = n(n — 1)p* + np — n*p* = npq

Exercice 3.3.
Un dé tétraédique a ses quatre faces numérotées 1,2,3,4. Soit p; la probabilité pour que le
dé repose sur la face numérotée i aprés un lancer (i = 1,2,3,4). On donne :

1 7 11 5
b1= 5,2 = 5-,P3 = 7’4

12 36 36 12
Soit X la v.a.r qui associe a un jet de ce dé la somme des nombres portés sur les faces
visibles. On lance le dé 5 fois de suite. Quelle est la probabilité pour que ’événement A 7
X est pair 7 se réalise
a) deuz fois exactement ?
b) au moins une fois ?
c¢) au plus une fois ?

3.3.3 Loi hypergéométrique

On considére une urne qui contient NV boules, IV, boules blanches et IV, boules noires,
avec p la proportion des boules blanches et 1 — p celle des boules noires.

Définition 3.3.5. On considére ['urne précédente, on tire n boules de cette urne, sans
remise, et on appelle X la v.a.r égale au nombre de boules blanches obtenues et on dit que
X suit une loi hypergéométrique de paramétres N,n et p. Nous écrivons X — (N, n,p)

Proposition 3.3.4. Si X — (N, n,p), alors X(Q) C [0,n] et Vk € [0,n] p(X =k) =
Ck xCr—F

p q

%

Proposition 3.3.5. Soit X — S(N,n,p), on a E(X) =np et V(X) = npq]]\(,:”

—_

Remarque importante
k n—k

On montre que ani%f\'q tend vers Cflpk(l —p)" % quand N tend vers +o00. On dit que
X converge en loi vers une variable binomiale de paramétres n et p.

Si N est assez grand, on peut, dans un calcul de probabilité, remplacer la loi hyper-
géometrique (N, n,p) dépendant de trois parameétres par la loi binomiale B(n,p) qui ne
dépend que de deux paramétres n et p. Dans la pratique, on admet que cette approximation
est satisfaisante lorsque N > 10n.
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3.4 Couple de variables aléatoires

3.4.1 Lois marginales

Soit (€2, P(£2), p) un espace probabilisé fini et C =

toires, nous notrons

(X,Y) un couple de variables aléa-

X(Q) = {ar, 22, .y zn} et Y(Q) ={y1, 92, ., ym}
Pm =p((X =) N (Y =y;)), pour (i,j) € [L,n] x [1,m]
=p((X ==x;), pouric€ [l,n]
=p(Y =y;)), pourje€ [l,m]
f: I — R
t — x=f(t)

Définition 3.4.1. Soit C =
1) L’application

(X,Y) un couple de variables aléatoires.

p: XQ)xY(Q) — [0,1]
(oy;) = py =p(X =) N (Y =y;))
s’appelle la loi conjointe du couple C = (X,Y)

2) L’application
p.: X(Q) — [0,1]
v p=p((X =)

s’appelle la premiére loi marginale du couple C = (X,Y) (c’est tout simplement la loi
de X)
3) L’application
p.: Y(Q) — [0,1]
yi = pi=pY =y;))

s’appelle la deuziéeme loi marginale du couple( c’est la loi de V)

Représentation matricielle des lois de C = (X,Y)
X\Y Y1 | Yo | e | @ Ym | Loi de X
Tl P11 | P12 Pim Die
z2 D21 | P22 Pom D2e
[}
[ ]
Tn DPnl | Pn2 DPnm DPne
Loide Y | pe1 | Pe2 Pemn 1

Exemple

Une urne contient 4 boules blanches et 3 boules noires. On tire successivement 2 boules
de I'urne. Nous noterons X la v.a.r prenant la valeur 1 si la premiére boule tirée est blanche
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et 0 sinon. Nous définissons de méme la v.a.r Y concernant le tirage de la deuxiéme boule.
1°"cas :Tirage avec remise 2°cas : Tirage sans remise

x\¥ 0| 1 |LoideX x\¥ 0| 1] LoideX
0 T2 3 0 2 3
49 | 49 T 17 7
1 127716 1 1 2 1
49 | 49 7 17 7
LoideY | 2 | 7 1 LoideY | 2|2 1

Théoréme 3.4.1. Soit C = (X,Y) un couple de variables aléatoires. Alors les lois margi-
nales du couple sont données par :

o Ve X(Q), p(X =) = ji?p(X =z,Y =y)
=

o Vy e Y(Q), p(Y =y) = zp(X =z;,Y =y)

i=nj=m
.~lelp(X:$i7Y:yj):1
1=1 j=

Démonstration :

- Va € X(Q), on peut écrire :

j=m
(X=2) = X=2a)n(|JY=u)
j=1

j=m
= (X =, Y =y;) (réunion disjointe)
j=1
d’ot ‘ A
j=m j=
pX=2)=p(| JX =2, Y =y;) = > p(X =2,Y =)
j=1 j=1
- De méme, on montre que :
=n
Yy e V(Q),p(Y =y) =Y p(X =2, Y =y)
i=1
-Ona:Vi=1,2,...n
j=m =n i=n Jj=m
p(X =x;) = Zp(X =z,Y=y) = 1= Zp(X =) = p(X =z,Y =y;)
7=1 =1 =1 j=1
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Remarque

Le théoréme peut s’écrire sous la forme :

j=m
j=1
) i=n
i=1
i=n j=m
> > pij=1
i=1 j=1

3.4.2 Lois conditionnelles

Soit C = (X,Y) un couple de variables aléatoires, avec :

X(Q) = {r1, 22, ..., zn} et () = {y1,92, -, Ym}

pij = p((X =zi) N (Y =y;)), pour (i,7) € [L,n] x [1,m]
, pouri € [1,n]
1)), pour j € [1,m)]

= (X =w) 0V =) _ py
X = ofres) = p(Y =y;) P

De méme si p((X = x;) # 0, on peut considérer les nombres

p(Y =yj/x=a;) = X =2)n (Y =y)) _py

d’ou la définition suivante :

Définition 3.4.2. Soit C' = (X,Y) un couple de variables aléatoires. On appelle loi condi-

tionnelle de X sachant Y = y;, Uapplication définie sur X (), a valeurs dans [0, 1] par la
relation : Dis
v = p(X = ify—y,) =
D

De méme on appelle loi conditionnelle de Y sachant X = x;, lapplication définie surY (),
a valeurs dans [0, 1] par la relation :

Dis
yi = p(Y = yi/x=u;) = —2

7.
Exemple

Reprenons 'exemple précédent et déterminons toutes les lois conditionnelles :
a) Tirage avec remise

X/y=0]0]1 Xj)y=1[0]1
3 4 3 4
p 717 p 717
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par exemple : p(X

On remarque que le conditionnement de X ( ou de Y ) par n’importe quelle valeur de
Y (oude X ) n’affecte pas laloi de X (ouY ), c’est-a-dire X/y—; =X et Y/xo;=Y

Y/X =1

Nl O©

I =

p

Nl O©

ST

b) Tirage sans remise

X/y=0]0]1 X/y=1]0]1
1 1 2 1
p 212 p 313
2
par exemple p(X = 0/y—1) = % = 3)
7
Y/X=0]0]1 Y/X=1]0]1
1 1 2 2
P 2132 P 313

Dans ce cas, le conditionnement a eu un effet. Par exemple X/y—og # X ouY/x—1 # Y.
Il est normal que dans un tirage sans remise, la connaissance du résultat de la premiére
tirage influe sur la loi de la deuxiéme.

3.4.3 L’indépendance

Définition 3.4.3. Soit (Q, P(Q),p) un espace probabilisé fini et C = (X,Y) un couple de
variables aléatoires, on dit les v.a.r X etY sont indépendantes si :

p((X = ) N (Y = 13)) = p(X = 2) x p(Y = y)) pour (i, ) € [1,7] x [1,m]
ou encore :
Pij = Di. X p.j pour (i, ) € [1,n] x [1,m]
Exemple

Les deux variables X et Y, considérés dans I'exemple précédent, sont indépendantes
dans le cas de tirage avec remise et ne sont pas indépendantes dans le cas de tirage sans
remise.

Exercice 3.4.
Une urne contient une boule porte le numéro 1, deuz boules portent le numéro 2 et trois
boules portent le numéro 3. On détermine un entier n o trois chiffres en tirant successive-
ment et avec remise 3 boules de l'urne. On suppose que les tirages sont équiprobables.

La premiére boule tirée fournit le chiffre des centaines de n, le deuxiéme tirage indique
le chiffre des dizaines et le troisieme tirage indique le chiffre des unités.

1. Calculer les probabilités des l’événements :
A7 obtenir un entier constitué par trois chiffres impairs ”
B 7 obtenir un nombre pair”
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2. Soit X la variable aléatoire égale au nombre des chiffres pairs dans Uentier n et'Y la
v.a.r égale 0 si n pair et 1 st n impair.
a) Donner la loi du couple (X,Y).

b) Les v.a.r X etY sont-ils indépendantes ?

Solution

1. Puisque le tirage est avec remise alors cardQ = 63.

- A est réalisé si on a tiré trois boules parmi les quatre qui portent les numeéros
impairs, donc cardA =4 x 4 x 4 et p(4) = (3)3 = &
- B est réalisable si et seulement si on a obtenu, dans le troisiéme tirage, une boule

portant un numéro pair, donc cardB =6 x 6 x 2 et p(B) = 1.

—3
2.a)Ona:
X(Q)=1{0,1,2,3} et Y(Q2) = {0,1}

L’événement (X = 0,Y = 0) signifie qu’on obtient un nombre pair qui contient aucun
chiffre pair, ceci est impossible donc pgg = p(X =0,Y =0) =0

L’événement (X = 0,Y = 1) signifie qu’on obtient un nombre impair qui contient
aucun chiffre pair, c’est-a-dire 4 = (X = 0,Y = 1), donc po; = p(4) = &
L’événement (X = 1,Y = 0) signifie qu’on obtient un nombre pair qui contient un
seul chiffre pair,

po = p(X=1Y =0)

o 4Ax4x2
= &
4
27
De méme on trouve :
8 42 1
P11 = 27,1720 = 27,]921 = 2772930 = 277]931 =
x\V 01 |LoideX
8 8
R
2 57 | 57 27
3 [ |0] 5
LoideY | 5= | 52 1
b) On a, par exemple, p(X =0,Y =0) =0et p(X =0) x p(Y =0) = 2%.2%, donc
p(X =0,Y =0) #p(X =0) xp(Y =0) etles viar X et Y ne sont pas indépen-

dantes.
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Exercice 3.5.
Montrer le résultat suivant :

Deuz variables aléatoires sont indépendantes si et seulement si, le rang de la matrice
associée A (A = (pij)i<i<ni<j<m) est égal a 1.

3.4.4 Covariance, coefficient de corrélation linéaire
Espérance de u(X,Y)

Soient X et Y deux v.a.r sur 2.
L’espérance de Z = u(X,Y) ( u fonction réelle a deux variables ) est donné par la
formule suivante :

E(Z) = Yo u(myp(X =1,Y =y)
(z,y)eX (2) XY ()
Cas particuliers :

E(X+Y) = Y (@+ypX =2Y =y)
(z,y)€X ()XY ()

=)

(z,9)eX(Q)xY ()

Or:
Yo wX=xY=y) = Y [> apX==zY=y)
(z,y)€X(2)xY () zeX(Q) yeY ()
= Z x[Zp(X::E,Y:y]
zeX(Q) yeY(Q)
De plus
Y pX =Y =y) =pX =n1)
yeY (Q)
D’ou

> p(X =2, =y)= Y ap(X =1)=E(X)

(z,9)EX ()XY (Q) 2€X(Q)

De méme, on a :

Y. (X =Y =y) =EY)
(z,y)eX (Q)XY(22)

Conclusion :

| E(X +Y) = B(X) + E(Y)]

- E(XY) = Z(;w)ex(g)xy(g) zyp(X =z,Y =y)
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De plus, si X et Y sont indépendantes, alors :

E(XY) = Y (X =Y =y)
(z,y)eX(Q)XY ()

= > (X =a)p(Y =vy)
(z,y)eX(Q) XY (22)

= > wp(X=2) Y yp(X=y)

zeX(Q) yeX ()
= EX)E(Y)

Donc si X et Y sont deux v.a.r indépendantes, alors

|B(XY) = E(X)E(Y)]

Covariance
Définition 3.4.4. Soit (2, P(2),p) un espace probabilisé fini et C= (X,Y) un couple de
variables aléatoires. Le nombre :
E[(X - E(X)(Y — E(Y)]
est appelé covariance de X etY et noté Cov(X,Y).

Proposition 3.4.1. Soient X et Y deuz v.a.r sur Q, alors E[(X — E(X))(Y — E(Y)] =
E(X.Y) - E(X)E(Y)

Preuve :
En effet : On a:
E(X-EX))(Y -EY)]=FEXY-EY)X -EX)Y +EX)E(Y)]
et espérance étant un application linéaire, il vient :
E[(X - BCO)(Y — E(Y)] = E(XY)— E(Y)B(X) — E(X)E(Y) + E(X)E(Y)
= EXY)-EX)EY)

Exemple

En effet, E(XY) =3, pex@xy@@yp(X =z,Y =y) =p(X =1,Y =1)

Théoréme 3.4.2. Soit X, Y, X' Y’ des variables aléatoires sur (2, P(Q),p). Alors :
1) Cov(X,Y) =Cou(Y,X)
2) Cov(X + X' Y) = Cov(X,Y) + Cov(X",Y) et Cov(X,Y +Y') = Cov(X,Y) +
Cov(X,Y")
3) Cov(AX,Y) = Cov(X,\Y) = ACov(X,Y)
4) Cov(X,X)=Var(X)>0
5)Var(X +Y) =Var(X)+2Cou(X,Y) + Var(Y)
6) Si X etY indépendantes alors Cov(X,Y) =0
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La preuve ne pose aucun probléme.

Lemme

Soit X une v.a.r. Si Var(X) =0 alors X est constante.

Preuve :
Var(X) = g[wl —EX)*p(X =2;)=0 <= Viec[l,n],[z;— EX)*p(X =x;,)=0
- <~ Vie[l,nl,z; —EX)=0
< Vie[l,n);z; = E(X)
donc X () = {E(X)} et par suite X est la variable constante égale & E(X). 0

Théoréme 3.4.3. Soit X,Y deux variables aléatoires sur (2, P(Q2),p). Alors :
[Cov(X,Y)] < o(X)o(Y)()

L’égalité ayant lieu si et seulement siY = aX +b (a,b des réels )

Preuve :

On pose, pour tout A € RT(A) = Var(AX +Y), alors :

T(\) = Var(AX +Y)
= Var(AX)+2Cov(A\X,Y) + Var(Y)
= MVar(X) +2)\Cou(X,Y) + Var(Y)

- Si Var(X) # 0, T est un trindbme du second degré en A, trindbme > 0 pour tout A € R
Ainsi
A = [Cov(X,Y)]? = Var(X)Var(Y) <0

C’est-a-dire
|Cov(X,Y)| <o(X)o(Y) (0(X) =+ Var(X))

- Si Var(X) = 0 dans ce cas X et Y sont indépendantes et Cov(X,Y) = 0, donc (x) est
vérifié.

Cas d’égalité :

Si |Cov(X,Y)| =0(X)o(Y), T(N\) admet une racine double ¢ : T'(c) = Var(cX +Y) =
0, cX +Y est donc une v.a.r constante b ( d’aprés le lemme ).

OnadonccX+Y=b=Y=—cX+b=aX+b (c=—a). 0

Coefficient de corrélation linéaire

Définition 3.4.5.
Soit X et'Y deuz variables aléatoires sur (Q,P(2),p). On dit que X et 'Y sont corrélées
lorsque Cov(X,Y) #0).

On appelle coefficient de corrélation linéaire de X et Y et on note o(X,Y) le nombre
Cov(X,Y)
o(X)o(Y)"
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Proposition 3.4.2. Soit X,Y deuz variables aléatoires sur (Q, P(2),p). Alors :

2) X etY sont indépendantes — o(X,Y) =0
3) Si o(X,Y) =1 (rep.—1), alors il existe a > 0 (resp.a < 0) et une constante b tel

que Y =aX +b.

Exercice 3.6.
Soit X une variable uniforme sur {—1,0,1}, c¢’est-a-dire :

X(Q) = {-1,0,1} et p(X=-1)=p(X=0)=pX=1)= %

Calculer o(X™, X™) avec (n,m) € N2,

Solution

Vk € N*, on a: Sik est pair:
2
E(XF) = (—1)'p(X = -1) +0F p(X =0) +1Fp(X =1) = S

et
Var(X) = E(X*) - (X" = 2~ () =5

Si k est impair
E(X") = (—1)fp(X = -1) +0Fp(X =0) + 1% p(X =1)
= X =-1))+pX=1)=0
et
Var(X) = B(X2) — B2(X*) = % 0= %

Calculons o(X", X™) = %

E(X™™) — B(X™")E(X™)
VVar(X™).Var(X™)

o(X™, X™) =

- Si n et m sont pairs.

[SS]IN)
~—

f( 2
o( X" XM = 2—= =1

Wl

Nell N}
X
©olno

- Si n est pair et m impair ou si n impair et m pair.

I
o

0
o(X™, X™) =

|
o] @
X X
—~
WIN | |eolno
S~—
no

e
©



- Si n et m sont impairs.

2

£—-0x0
Q( Xn’ Xm) _ 3 —
X

wln
win
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Annexe A

Probléme 1

Premiére partie

Une urne contient 7 boules : 5 blanches et 2 noires. Un joueur extrait simultanément
deux boules de l'urne.

1. Calculer la probabilité qu’il tire deux boules blanches.

2. Le joueur participe maintenant au jeu suivant :
(a) il tire deux boules blanches il gagne z francs (z > 0);
(b) s’il tire deux boules noires il perd 10z francs;

(c) il tire une boule blanche et une boule noire, il procéde & un second tirage de
deux boules, sans remettre les deux premiéres boules tirées : a I’issue de second
tirage il gagne y francs s’il tire deux boules blanches, sinon il perd 3 francs.

On désigne par G la v.a.r dont les valeurs sont égales aux gains ( positifs ou négatifs
) du joueur.

3. Donner la loi de probabilité de la v.a.r G.

4. Calculer, en fonction de y, 'espérance mathématique de G. déterminer y pour que
le jeu soit équitable, c’est a dire E(G) = 0.

5. il tire une boule blanche et une boule noire, il procéde & un second tirage de deux
boules, sans remettre les deux premiéres boules tirées : & I’issue de second tirage il
gagne y francs s’il tire deux boules blanches, sinon il perd 3 francs.

Pour cette valeur de y, calculer I’écart-type o(G) de la variable G en fonction de x.
Deuxiéme partie

Soit la fonction f, définie pour tout réel x, par :

/11022 4 60
flz) = 1271""

1. Déterminer le réel « tel que liI_iI_l [f(z) —az] =0

Quel est le signe de f(z) — ax pour x >0 7

ol



. Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative (C) et ses asymptotes dans
un repére orthonormé ( unité : 1.5 em ).

. Déterminer I'entier naturel x pour lequel I’écart-type o(G) de la premiére partie est
compris entre 7 et 8.
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Annexe B

Probléme 11

On considére le jeu électronique suivant :

Un point lumineux L se déplace par sauts successifs sur un axe d’origine O, et peut a
chaque instant se situer en I'un des cinq points P; d’abscisses j égales a : —2;—1;0;1; 2.

Lorsque le point L est en Pj, j € {—2,—1,0,1,2} a I'instant ¢, la probabilité pour
qu’il se positionne en Py, k € {—2,—1,0,1,2} a l'instant ¢ + 1 est fournie par le tableau
ci-dessous :

instant t\ PR LT P o TP Ry | P P
P_5 0 1 0 0 0
P_4 0.5 0 051 0 0
Py 0 0.5 0 |05] O
P 0 0 05| 0 | 0.5
Py 0 0 0 0 1

1. On désigne par X, la v.a.r qui prend pour valeur ’abscisse du point lumineux &
Iinstant t=n

(a) Déterminer les lois de probabilité des v.a.r X;, i = 0,1,2,3,4. Calculer 'espé-
rance mathématique et la variance des v.a.r X;, 1 =0,1,2,3,4.

(b) Calculer le coefficient de corrélation linéaire du couple (X3, X4).

2. (a) Déterminer la loi de probabilité de X, 11 en fonction de la loi de probabilité de
Xn.

(b) On désigne par a,, la probabilité de 1’événement ” X,, = 0”. Etablir une relation
de récurrence de la forme :

Apt2 + Ban +vap—2 =0, n>2.
(c) Déterminer toutes les suites (uy,)nen réelles vérifiant la relation de récurrence :

QUpy1 + Bup +Yup—1 =0,n > 1.
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(d) En déduire a,. Démontrer que la suite (a,)nen converge et calculer sa limite.
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Annexe C

Probléme 111

On désire étudier sur un certain nombre d’années les mouvements migratoires d’une
population lors des vacances d’été.

L’observation de cette population a conduit a la construction d’un modeéle mathéma-
tique dont les hypothéses sont les suivantes :

H; :Le territoire sur lequel évolue la population durant les vacances d’été
est divisé en trois régions, notées 1,2,3.

Hj : Chaque année, tout individu de la population étudiée choisit une région
et une seule pour y passer toutes les vacances d’été.

Hj3 :Le choix d’une région par un individu pour y passer ses vacances d’été

est un phénoméne aléatoire qui évolue dans le temps a partir d’une année initiale
appelée année 1.

On note A;(n), pour ¢ € {1,2,3} et n > 1, I'événement : ” choisir la région i pour y
passer ses vacances d’été, 'année n ” et «a;(n) = p[A;(n)], i € {1,2,3} la probabilité de
choisir I’année n, la region ¢ pour y passer ses vacances d’été.

Hyi:ay(1)=02; ao(1) =045 az(1) =0.35

Hj : La probabilité de choisir la région i, i € {1,2,3}, pour y passer ses
vacances l’année n+ 1, ne dépond que du choix effectué 1l’année n.

On note a;; = p[Ai(n+1)/Aj(n)] , 1 <i <3, 1 <5 <3, la probabilité de choisir la
région ¢ I'année n + 1, sachant que ’année n, on choisi la région j.

On suppose que Vi,j € {1,2,3}, a;; est indépendant de 1’année considérée et
que les a;; sont les éléments de la matrice M suivante

ail a2 a3 0.3 01 0.6
M = a1 a9y a3 = 0.5 03 0.2
asi a3y ass 0.2 0.6 0.2

Hg : On suppose que la population étudiée reste inchangée durant toutes les
années prises en considération dans ce modéle.

Question préliminaire :
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Soit Ay, Aa, ..., A, une famille d’événements d’un univers 2, avec p(A;NA2N...NA;) # 0,
Vi=1,2,...,n—1.
Montrer que

p(A1N AN ...NAp) = p(A1)p(Azja,)P(Az/4,04,)--P(Anjandsn..nA,_ 1)

Partie A

1. (a) Soit B, l’événement ” choisir chaque année la région 2 durant toutes les n
premiéres années ”

Calculer p(Bs).

Exprimer p(B,,) en fonction de n.

(b) Sachant qu’un individu choisit la région 1 'année 2, quelle est la probabilité
qu'il ait choisi la région 2 ’année 17

(c) Calculer la probabilité pour qu'un individu change de région entre la premiére
année et la deuxiéme année.

Partie B

2. (a) Exprimer, en le justifiant, une relation entre les matrices

ar(n+1) ai(n)

as(n+1) et ag(n)

az(n+1) as(n)
puis entre les matrices

ai(n+1) ai(1)

az(n+1) et as(1)

ag(n + 1) 043(1)

(b) On montre le résultat suivant : Il existe une matrice P inversible telle que
M = PDP~!, avec

1 0 0 x
D=0 X 0 (A= —-0.14iv/0.11) et P=| 1 ¢ "
0 0 X 1 2 2
a a/ CL”
Onpose P'=1| b v b
c C/ c//
1 0 0
Montrer que M" =P | 0 A" 0 p-1
0 0 A\

Définition C.0.6. On dit qu’une suite de matrices (Uy)n>1 de type (m X q) a élé-
ments de C, (U, = [u;j(n)])1<i<m,1<j<q) converge vers une matrice L = (1;j)1<i<m,1<j<q
quand ntend vers linfini si lir_irrl uij(n) =1VY(i,7) € {1,2,...,m} x{1,2,...,q}
n—-Too

On note alors L = lim U,
n—-+o0o
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Proposition C.0.3. Etant donné une suite de matrices (Up)n>1 de type (m X q) a
éléments de C', qui converge vers la matrice L , lorsque n tend vers Uinfini et V., W deux
matrices telles que les produits VL et LW soient définis, on a alors : lim VU, = VL

n—-+00
et lim U,W =LW.

n—-+00
(a) Montrer que la suite de matrices (M"™),>1 converge et calculer sa limite.

(b) Soient U = (uij)1§¢§371§j§3 et V= (Uij)1§i§3,1§j§3 deux matrices telles que la
somme des éléments de chaque colonne de chacune d’elles soit égale & 1. Montrer
qu’il est de méme pour la matrice UV.

(c) Déduire de ce qui précéde les valeurs des éléments a,a’,a” de la matrice P,

. Montrer que les suites [a1(n)]p>1, [@2(n)]n>1, [a3(n)]n>1 convergent. Calculer leurs
limites.
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