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(b) Déterminer dans le cas général un vecteur tangent & T, en (zo, w0} et préciser
les exceptions.

(c) Etablir que toutes les courbes T'y admettent un méme axe de symétrie A que
I"on précisera.

Pour tout A # 0, on note I'{ I'intersection de la courbe T avec le demi-plan d’equation
@ >0 et I'y lintersection de la courbe 'y avec le demi-plan d’equation = < 0.

On recommande de traiter la question 6 ay fur et @ mesure de U'evancement des questions
{° et 5.

4°, Soit A > 0.

(a) Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que I’} soit non vide.

(b) Montrer que, dans ce cas, I'} est une partie bornée de R®.

{c) Etablir que la courbe I'y peut étre caractérisée par une &quation de la forme
¥ = ga{x) ol gy est une fonction £ sur | —co, O] dont on précisera les variations
et les limites.

5°. Dans ce qui suit, on remplace la base canonique de R par la base ( ( i ) , ( _11 ))

et on note alors {X,Y") les nouvelles coordonnées du point {(z,y).

(a) Pour tout A € R, caractériser 'y par une équation de la forme F(X,Y) = A

{b) On suppose A < 0. Montrer que la branche I'; de la courbe I') se caractérise
par une équation de la forme ¥ = G, (X) o0 G, est une fonction O% dont on
précisera les variations et les branches infinies {on utilisera la fonction ¢ définie
en 1°). Comment obtient-on I'autre branche '} ?

{c) On suppose A > 0. Caractériser la branche I'] par une équation de la forme
Y = &G (X) ot G, est une fonction dont on étudiera les variations a 'aide la
fonction  définie en 1°,

6°. Indiguer sur un graphique I'allure des diverses lignes de niveau de la fonction f.
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Exercice 1

On rappelle qu'une fonction f définie sur un intervalle [c, d] de R est affine s'il existe des
réels A, B tels que Vz € [c, d], f{z) = Az + B.

Soit ja, b] un intervalle de R.

On note C{|a, 6]} le R-espace vectoriel des fonctions continues sur [a, ] & valeurs réelles.

Soit 7 un entier naturel non nul et solent ag, @y, -+ , 8,1,y (7 + 1) réels tels que :
A=Ay < a < Chn) LAy =&

Ils définissent une subdivision de lintervalle [a,b] en n intervalles [a;, a;1,], (0.<{ < n).

On considére E le sous-ensemble de C{[a, B]} formeé par les fonctions f : [a,8] — R dont
les restrictions a chaque intervalle [a;, a;+1] sont affines.

1°. Des ezemples de fonctions de E.
(a) Soit i un entier tel que 0 < 1 < n. On note y; la fonetion définie sur [a,b] par :
Vz € [a, 8], p:(x) = |z — a;|- Montrer que ; est un &lément de E.

(b) Soit i un entier tel que 0 < i < n. Montrer qu'il existe un unique élément &; de
E, vérifiant :
d:(a;} = 1 et pour toutj #1, 6{a;) =0

2°. Onpose B = (&, 61,...,8,) et C = (5,1, . .-, ¥n), les fonctions ¢; et &; étant celles
définies an 1%,

(a) Montrer que F est un sous-espace vectariel de C{[a, b]).
(b) Montrer que 3 est une base de E.

Tournez la page 8.V.P.
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(c) Montrer que C est une base de E (indication : Soient oy, ..., a, des réels tels
que ¥_i o @:iw: = 0. On pourra étudier la fonetion 37 aqip¢ au voisinage de a;,
pour j € {0, ...,n}}L

. Un cas particulier.
Soient u,v,w € R tels que u < v < w. Soit g : R — R, une fonction continue nulle
en dehors de Ju, w], affine sur [, v] et sur [v,w] et telle que g(v) = 1 ; déterminer
(a,8,7) € R? tel que :

vz € R, g{z) = afz —u| + Blz — v + v|z — w.
. Retour au cas général.
Soit f € E. On se propose d'exprimer formellement f sur la base C
(a) Déterminer la matrice de passage P de la base B A la base C.

(b) Par quel calcul matriciel pourrait-on obtenir, une expression de f comme com-
binaison linéaire de wg,p1,... ,9n?

Dans cette question on suppose la subdivision réguliére, c’est 4 dire que pour tout
i(0<i<n),ona: oy —a =(b—a)/n

(a} Expliciter alors la matrice P de Ia question 3° (a) et calculer son déterminant,
{b) Pour tout ¢ {{ < ¢ < n}, exprimer 4; en fonction de ¢;_;, v; et Wi

(¢) Onnote Cy, C, ..., Cy les (n+1) colonnes de la matrice P, Expliciter Cy, ..., Cr-1-

{(d) Finir le calcul de P~

Exercice 2

n considére I’équation différentielle .

y"(z) = 3y'(z) + (€% - 2)y(z) = 0 (€)

olt y représente une fonction de R & valeurs dans C de classe C* sur R

1°. (a) Montrer que I'ensemble des solutions de I'équation (£) définies sur R et
2r-périodiques forme un C-espace vectoriel que 'on notera Sp,.

(b) Etablir quune solution ¢ de I'équation (£) est 2r-périodique si et seulernent si :
#(0) = (2] et P(0) = &' (2m).
2°. (a} Soit f une solution 2r-périodique de 'équation (£}, Démuntrer que la série de

Fourier de f converge vers f en précisant le mode de convergence {on énoncera
avec précision le théoréme utilisé).

(b} Soit i une solution 27-péradique de 'équation (£) définie par :
P(x) = Z epe™s,
k=—ac

(i) Déterminer une relation de récurrence liant cr-; et ¢
(ii) En déduire que : ¥k <1, ¢ = 0.
(ili) Exprimer ¢y en fonction de k et de cp, pour tout k > 2.

3°. Démontrer que l'espace vectoriel S, n’est pas réduit 4 la fonction nulle et déterminer
sa dimension. Toutes les solutions de ’équation (£) sont-elles 2r-périodigues?

4°, On considére la solution  obtenue ci-dessus en posant ¢ = 1 et on note ; sa partie
réelle et iy sa partie imaginaire (p = @1 + #2).

{a) Montrer que ; et @, sont respectivement paire et impaire.

(b} Maontrer que (0} > 0.

(c) Etablir que @, change de signe au moins quatre fois sur [, 27| en déterminant
(o, B.7) tels que :

0<g<y<2ret (o) <Oe(f)=0,01(7) <0

Exercice 3

On considére la fonction réelle f définie sur R® par :

V(El y) = st f(zl y) = $y€—=—”.

On munit R? de sa structure usuelle de plan euclidien orienté. Pour tout A € R, on note I'y
la ligne de niveau A de f, c'est 4 dire |'ensemble des points (z,y} € B® tels que f{z,y) = A

1°. Soit y la fonction définie sur R par :
Yz € R, () = ze™".

(a) Etudier les variations de la fonction ¢ et discuter selon la valeur de A € R le
nombre de solutions de 1'équation w{x) = A.

(b) Montrer que y restreinte & | — oo, 0] définit un C™>-difféomorphisme de | - co, 0
sur lui-méme.

2°. Déterminer les extremums de la fonction f (le cas échéant, on précisera la nature de
I'extremum obtenu : maximum ou minimum, global ocu local).

3°. (a) Montrer que par tout point (zo,y) € ®* passe une ligne de niveau T’ et une
seule. :
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